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НОВАЯ ОЦЕНКА ОДНОЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СУММЫ, 
СОДЕРЖАЩЕЙ ПРОСТЫЕ ЧИСЛА 


Статья содержит новые, несравнимо более точные (хотя, пови- 
димому, далеко не самые точные, какие можно получить, идя 
тем же путем) оценки сумм вида 


2тАЕ 
уе КР), 


А 
где А—целое, р пробегает простые числа и } (р) — целый много- 
член степени выше первой. Точность оценок зависит не только от 
МУ и К, но также от приближений к старшему коэффициенту мно- 
гочлена посредством рациональных дробей. 


В моем кратком сообщении «Новые оценки тригонометрических 
сумм, содержащих простые числа» ', были указаны новые более 
точные оценки сумм вида 


бе У ет). 
р< № 
Подробное доказательство для случая 
(р) = ар 
мною уже опубликовано?. Здесь я даю подробное доказательство 
некоторой общей теоремы, из которой тотчас следуют и остальные 
теоремы моего краткого сообщения, относящиеся к более общему 
случаю. 
Обозначения. 6 вещественное; |0] < 1; при вещественном 2 
полагаем 


{2} =2—[2]} (2) =шш({2} 1—{2}); 
п целое постоянное ›> 1; при В > 0 обозначения 
А<В; В»А; А=О(В) 


показывают, что отношение 


не 
В 


1 ДАН, ХУП, №4, 1937. 
2? Матем. сборник, т. 2(44), №5, 1937. 


= 
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не превосходит некоторого постоянного; /, целое ? си, где с, — до- 
статочно большое постоянное >1; 


У =—№: в-№0\ 


а Во Е, к АР . 
и (а, 9) == С — 2); 0>1; 
р, Ра» 


. простые. 


ЛЕММА 1. Пусть К и [ целые; 


№, 
х. - 
А - № 5 — № ета. 
< 1 ) ) 
Х=1 
(<) = ва” - ... Ра; 46, ..., би вещественные. 
й. 15) 
Тогда при условии 
шш (№, 0) = а 
будем иметь 


ре 
5 «М, А, = 


Ишш (№, т | 
ЛЕММА 2. Пусть Ё и [ целые; 


&>0; 0<1<0; М,=1°; б=М «М; 
7) = 42°. Га: д 


... › би вещественные; 


О о ету (ат), 
а т 
причем 4 пробегает целые числа, принадлежащие некоторой после- 
довательности (а), с условием 
Эа, Го 


и т, при каждом данном 4, пробегает целые числа, 


принадлежеа- 
щие некоторой последовательности (т), с условием 


Тогда при условии 


будем иметь 


Г] «Мид, ЕТ 1 КР 


И 
| ши ( р, о) 


Доказательства. Доказательств лемм 1 и 2 мы не приво- 
Дим, 


так как они представляют с0б0ю повторение доказательств 
соответствующих лемм одной из моих предыдущих работ 3. 


3 «Некоторые общие теоремы, 


относящиеся к теории простых чисел», 
Труды Тбилисского матем. института, т. ПШ, 1937, стр. 41—33. 
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ТЕОРЕМА. Пусть К целое > 0; 
, % \ 
$ = » е?т® Кр), 
у „Се 
(р) = ар" - ... +0; 44, ... ‚ бт вещественные; 
о= ели", 


Тогда имеем 
2—2 


5«М, (иле) ; О=шт (м 0). 


Доказательство. 1° Легко находим 


№ 
— 
5 = о и (4) 5 тО(ИМ,); 5а= х ети Кат), (1) 
а < № т =1 


где 4 пробегает числа последовательности (4), состоящей из дели- 
телей произведения всех простых чисел, не превосходящих УМ . 
2° Сначала мы оценим лишь сумму ` 
®. 
= Я и & О 
а< 4 о 

(значение числа 4, точно будет[указано дальше). Применяя х каж- 
дой сумме ба лемму 1, находим 

ка’ 


—п-1 
О 


Поэтому 


И (2) 


при условиях 
а. О сша (а. , 0) = И. 


3° Теперь мы оценим сумму 


52= № №95 
< № 
Эта сумма имеет вид: 
ЕЕ оба рб (3) 


(40) (а,) 
где (4) обозначает часть последовательности (4), содержащую 
числа с четным числом простых сомножителей, и (4,) обозначает 
часть последовательности (4), содержащую числа с нечетным чис- 
лом простых сомножителей. При этом 4, в суммах Туи Т:, про- 
бегает лишь числа с условием 
а < Ч = М... 

Достаточно оценить только Т., так как ТГ, оценивается точно 
таким же способом. 
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49 Сначала мы оценим лишь часть То суммы Г. с условием 
4 
аа: аа, № 


(значение числа 4, точно будет указано дальше). Имеем 
ИА Е о ета (ат), 
а т 


где 4 пробегает числа последовательности (4,) с условием 


4 <а=@, 
и т, при каждом данном 4, пробегает целые числа с условием 
< по — : 
К сумме То можно применить лемму 2. Получим 
И + ео (4) 


Ме я 
и пит т \ °) 
при условиях 
3 
а г. ы М 6%—2 
Мам; ша (1, 0) ыы. 


5° Теперь остается оценить оставшуюся часть Гу суммы То. 
Имеем 


Тен Уж ее! (ат), 
а т 


где 4 пробегает числа последовательности (4) с условием 
И = № 


и т, при каждом данном 4, пробегает целые числа с условием 


От. 


Меняя порядок суммирования, получим 


75 = УТ (т);  Т(т)= Хе, (5) 


где т пробегает значения 


№ 
ИО И. ъе Е 


и 4, при каждом данном т, пробегает числа последовательности 
(4) с условием 


6° Теперь рассмотрим какое-либо одно значение Т (т). Каждое 
4 будет произведением различных простых чисел р с условием: 


2% р=УиМ.. 


3 


4 
В виду 4, >М,, этих чисел будет не менее 2. 
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Разобьъем все простые числа <У М, на группы следующим 
образом. Пусть 
р г=! мт 2, р 
где 2— произвольно малое положительное постоянное. Пусть, 
далее, т есть наибольшее целое с условием 


=—1 Ее 
2 «УМ. 
Тогда получим т групп чисел р, если включим в 5-ую группу 
($ =1,..., т) числа р с условием 
И 28 
2 = р. 
Из определения т следует (при условии, что р достаточно мало) 
-—1 ее . $3 [в . 
Е и 


105в _. 
о рр 1 105 [4 


Пусть с обозначает число простых делителей какого-либо числа 4. 
Тогда 


2.3.4... (+1) < М; 10824... +102 (8+1) < в; 
с 
повеа» < в; 6(1088—1) <[. 
0 
Поэтому очевидно 
< ы. 
Все произведения 4 мы разобьем на классы, относя к одному 
и тому же классу произведения с равными числами простых со- 
множителей, принадлежащих одинаковым группам. Число О всех 
классов будет 
р < (тах с): < а ы — ет овв)* , (6) 
7° Мы оценим сначала часть О суммы Т (т), отвечающую ка- 
кому-либо определенному классу значений 4. Всякое 4 выбран- 
ного класса можно представить в форме 


=, 
где {; обозначает произведение простых делителей 4, принадле- 
жащих 5-ой группе (], =41, если таких делителей нет), Пусть [, 
обозначает число простых сомножителей произведения }5. Тогда, 
полагая 


очевидно будем иметь 
11 <} < 2. 
Те же самые числа 
ЙЛь "> $115 
я д 


[> ... ) [2 
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но переписанные (одновременно) в таком порядке, чтобы ]11, ... ‚ [1 
шли не убывая, мы обозначим символами 


811, +. 851 
815 +.) 83) 
812, сое 8-2. 


Соответственно этому мы изменим и номера групп. Тогда будем 
иметь 

С +, 14 - 

4=21: .-'8.; о ба 2 = 8525 65 — бы 

811 < #821 < --. < 8-1. 

Пусть теперь у обозначает последнее число ряда 1, ... ‚ тс уело- 


вием (при  =1 в этом условии левая часть равна 1) 


1 


з 
212 > 11,2 < @1. 


8 Сначала рассмотрим случай 


т 
Положим 
ИО ЕН о 
Е О Не 
Иа Бьет а б. 
Находим 


’ г 
(изо: = и03 < ие М; 
е е 1 
= о: @ 3 Е 3 2 
12 = 65; 1 < и> < 4152; и20> < 4155; 
Е 1 1 
И т ` и 
4, < @103; Шо о; ва; 
м в 
3 
и <-> < М, а, #: 
Таким образом, имеем 


1 + 


д=иь; био мМа" 


©’ о ети ти), 
\ о 


где и пробегает числа указанного выше вида с условием 


и следовательно 


1 1 
№ 
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и с, при каждом данном и, пробегает лишь значения с условием 


Применяя лемму 2, получим 


—2% 


п (7) 


т В 
у тит (43”, О) 


5 
5” 2 


при условии, что 


О>в 
9° Теперь рассмотрим случай у=т. Число всех делителей 
числа 2. ради краткости обозначим через х. Полагая 


в виду 


621 5 


ви. 
будем иметь 
и. 
Каждое 4 мы можем теперь разбить на два сомножителя 
ЕЕ 
предполагая, что и содержит х, сомножителей 1-ой группы и все 
сомножители, принадлежащие другим группам, а г содержит 


х— х, оставшихся сомножителей т-ой группы. Таким путем мы 
можем разбить число 4 на сомножители 


С 1) Е 


По 
различными способами. 
Из сказанного следует, что 


о = а 0’ 4)” = м Е? отье, (8) 
С. и © 


причем и и с пробегают все пары значений указанного выше вида 
с условием 


ПЕ. Е 
Выясним теперь границы, в которых может изменяться и. Пусть, 
К 4 ры 
ЕСО Ва Е И 


Имеем 


п-аа ив ва 


10 И. М. ВИНОГРАДОВ 


х—х, в р Ни 
- тх 2 = 42": М№.: М а 3г 
ес. > 5- и, Ио = 1) и< ИЕ 
Таким образом 


1 1 
ии Ма". 
10° Теперь уже приступим к оценке суммы ©’. Имеем 


у ‚ ЗЕ х мы 
о > ц (8) 05 Ч;= у > ет (тёти), 
т 


и’ 


где 5 пробегает все делители чисел 8., а и’и 5’, при каждом 
данном 0, пробегают частные от деления на 6 чисел и и ъ, одно- 


временно кратных 0. 
Оценим сумму О;. Имеем 


Е у р о? (тёти к"), 
ох 


где и’ пробегает значения с условием 


зе №, а, м 
1 , 1@1 Е __ о 
та я т ? 
а с’, при данном и’, пробегает значения с условием 
4: М, 
деи" < = пи, 
Пуеть 
Е — 28 —2 
0 се (м | \- 
Тогда имеем 
: м. 
а3" р ма 3 
1< < и: АА 
М, | со 
Применяя лемму 2, где берем > вместо М№, и ^т"б?” вместо 
получим 
№ п в К пут 
, МВ 2 ю И 81 т ы 
8 < аа ; А=8а, + : 


если только О > и?" *. 
При 


д. 
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Поэтому, в виду 


находим 


—2п% 


М Е кт” - ое Е: кт” = 2 
{)” <> о 
тёЗ и (48°, О ее (48", 0) 


Вместе с тем из (8) выводим 


(9) — ый в (9) 
то (4, О 


конечно, при условии 


0 = Пе. 


11° В виду (6), (7) и (9) имеем 


—2 
Т (т) <е' Е" Вы т? в 
ИЖЕ (487 


А тогда из (5) находим 


Е — 
(10) 
(7 (47, О 


и < Ме" (105 4)* 


при условии, что. 


0 м то 
— 


Далее, из (1), (2), (3) (оценка ТГ. дает тот же результат, что 
п оценка Го), (4) и (10) выводим 


‚—п-1 5—2 
катв 2 1 р 2 
«м + Мо [р 2 
- пит о, . ит — (6) 
а, 
— ‚2 
НЕМ Е" Веди (11) 


а (4, О) 
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При этом должны быть выполнены условия 


3 
№ 3и—2 № 6и—2 6%—2 я 
2 № 


Бек о 


12° Положим 


? 


1 
(ть, (У, 0) > Е 
1 


м Е (:- 1 ) 2т-+1 ве. 2: 
2 Е ми (№. 4т-- 3 р о ‚ что м в 


1 


Тогда при 


0> шел" 


все условия, указанные в конце 11°, будут выполнены и мы бу- 
дем иметь 


2—2 
ка? э—п+1 `- а ( К? Эт - 
ее < 28 пит (№, О) ь 
: о 
Ут» -2, о) 
40 
у 1 
(1%) (= 1 ) по 9 
= . З 4т-+ 3 1 
а <. [ (№ их , 0). = — ——— т о 
пт 48", [ г ап-З 
(4”, 0) Е, 
1 1 


Поэтому из (11) выводим 


5 «< Ме" “8 в) И и 2 


1 4т-+3 
р (№8, о 


0 — щет+у 2 


если только 


Пусть теперь 


Тогда очевидно 


а Е 2 ‹ 


[ф.о] 
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1 


13° Если же О<е"`, то. можно применить мой прежний вы- 


вод 4. Получим 


ИКао вл ? А 2 
< № ‘(7о) ее ие 
4, 
М п 52" 
Жо ль 
(9 


при условиях 


Положим 


=? 


}: 
ЕЯ и 
О 2 М ЕЕ Е ви 
= (вв) ь сы ЕО О 
1 


Тогда указанные выше условия будут выполнены, причем находим 


0 
р 


т ое о м - а 
ры 
п к м 1 
Ув У: О 
же -2т Е 
мин -) = ) 
мы бы 


если только выполнено условие 


и мы получим 


= ино"? 


Таким образом теорема доказана полностью. 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 9 91937. 


ы Си. сноску 3. 
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Г. УМОСВАООУ. А МЕМ ЕЗММАТТОМ ОЕ А ТВЕТбОМОМЕТЕТСАГ 
ОМ СОМТАТМИХ@ РЕЛМЕ$ 


БОММАВУ 

10 4№е ргезепф рарег [Г глуе а сошр]ее ргоо{ о{ а сепега] {Ъео- 
геш \р1сВ ш ап офег Гоги] айоп уаз БгеаЙу Четопзгафе4 еаг- 
Пег *. 

ТНЕОВЕМ. Ге п фе ап ицерта] сопЯяат >1; ЕЁ 18 ап пие- 
Бег > 0; № 55 ап ишевег >1; М= №; и=108 М; а, &,, ... , вв аге 
геа1; }(х) = ал - ... + би; 

ре 2 е?таА/ (р), 


р< М. 
чйеге р тип$ оъег ртртез; 


0 1 ыы 
ат; щш9=6 И <6 Оша (4, №); 
т 
о= ето? "—?, И =шы (№, 0). 
Треп же Разе 
а-2т 


% 
151 <ем, (м2), 
йеге с 4ереп4$ оу от п. 


* Бее по{е! оп разе 3. 
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УЛУЧШЕНИЕ ОЦЕНКИ ОДНОЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ 
СУММЫ, СОДЕРЖАЩЕЙ ПРОСТЫЕ ЧИСЛА 


Статья содержит наиболее точные оценки сумм вида 


у е?71а р х 
р<М 


где о — вещественное, А — целое и р пробегает простые числа. 
Дальнейшее сколько-либо значительное улучшение этих оценок 
применением того. же метода затруднительно. 


В моем кратком сообщении ' были указаны новые оценки сумм 


Хх е?=й®/ (р), 


р < М 


вида 


где р пробегает простые числа. Эти оценки гораздо более точны, 
чем мои первоначальные оценки. Однако при внимательном рас- 
смотрении доказательств я убедился, что мой общий метод здесь 
далеко не исчерпан до конца. В настоящей статье я даю новое 
улучшение оценок в применении к случаю 
(р) = ар. 

Подобное улучшение достигается также, если /(р) целый много- 
член степени выше первой. При этом р может пробегать простые 


числа арифметической прогрессии. 

Обозначения. 0 вещественное; |0! == 1; 

{2} =2—[2} ( =шш({2}, 1—{2})} 

=, Е1,... Произвольно малые положительные постоянные. 

При положительном В обозначения 

А ВУ ВЕНАН А=—ОцВ) 
показывают, что отношение 
[4] 


В 


не превосходит некоторого постоянного. 


`1 ДАН, ХУИ, №4, 1937; Матем. сборник, т. 2(44), № 5, 1937. 
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№ с, где с — достаточно большое постоянное >> 1; ц = 105 М. 
1 6 
т 0 ба 


р пробегает простые числа. 
ЛЕММА 1. Пусть К целое >0; П =1; 


= 1:8; 9= 91:8; 8 = (К, 4); 
1+9’ 


Тогда имеем ? 


О ЕЙ -а4ь. 
ЛЕММА 2. Пусть Ё иелое >0; 1<а, < М. Тогда имеем 


Уна (2, зе) < (аа ь 


Доказательство. Сначала оценим часть 5, нашей суммы, 
распространенную на значения 


Имеем 


ара — “4 ы 9.4 ака 0’ 


Чт 414 Чт + 24 
у 
2 


где 5 — абсолютно наименьший вычет а№.4 по модулю 41. Поэтому 
у 
5 < т < Ч4в. 
$ 
Далее оценим часть 5, нашей суммы, распространенную на 


значения @ с условием 


(если, конечно, такие 4 существуют). Эту часть мы разобьем на 


а 
в 
Ч, 
сумм вида 
1-94’ 
= ь: ши (ч, . О — 
т а ее. ) Ч =91 


* Матем. сборник, т. 2(41), №2, 1937, стр. 179—195, лемма 1. 


УЛУЧШЕНИЕ ОЦЕНКИ ОДНОЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СУММЫ 17 


За числа |] могут быть, например, взяты числа ряда 


. | [5+4 [=] +29»... 


удовлетворяющие условию 


1=а. 
Согласно лемме 1 имеем 
1-9’ м | м 
[9 < и (5 ) СЕ) < К 7 + Чт. 


Следовательно, 


а, 
ИН (+1) ое < (Иа) 
$=1 


1 


Найденные для 5, и 5, оценки и доказывают лемму 2. 
ЛЕММА 3. Пусть заданы две последовательности (и) и (=) це- 
лых положительных чисел; 


мл Еще 09 
Т = У Уо(зежемы, 


где и пробегает числа последовательности (и) с условием 

ЛА <и=0, 
и 5, при данном и, пробегает числа последовательности (2) с усло- 
вием 

М 

Оз а= а 

При этом функция © (2) удовлетворяет условию 
. 
0 =9(2) < М’. 

Тогда имеем 3 


1+ =” 1 и 4 К 
То ИЕ Е. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть Ё целое >> 0; 


5 = — езтло р. 


р<мМ 
Тогда имеем 


5 < пы Неа. 
‚. Мея. 


Доказательство. 1° Имеем 


м 
а 
ЗА (а) ба о(УМ); ба го ета Аат , 
ам — 


з Математ. сборник, т. 2(44), №2, 1937, стр. 179--195, лемма 4. 
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где 4 пробегает числа последовательности (4), состоящей из 
делителей произведения всех простых чисел, не превосходя- 


щих УМ. Далее находим 
Ук 5а=Т,—Тз Ть= №5: Ть= № 5а, 


а<мМ (4°) (а,) 

где (45) обозначает часть последовательности (4), содержащую 
числа с четным числом простых делителей, и (4,) обозначает часть 
последовательности (4), содержащую числа с нечетным числом про- 
стых делителей. При этом 4, в суммах Т., и Т;:, пробегает лишь 
значения, не превосходящие М. 

2° Дальнейшие рассуждения будут относиться к какой-либо 
одной из сумм Т. и Т,. Эту избранную сумму мы обозначим 
символом Т.; соответствующую из последовательностей (4) и (а!) 
обозначим символом (4.). 

3° Все простые числа <=УМ мы разобьем на группы следую- 
щим образом. Пусть р произвольно малое положительное по- 
стоянное; 


г=1- В; ^=з. 


Пусть, далее, т обозначает наибольшее целое число с условием 
а м 
УМ 
Тогда мы получим т групп чисел р, если включим в 5-ую группу 
($=1, ..., т) числа р с условием 


$—1 


$ 
РЕ ой 
Из определения т (2 достаточно мало) находим 


1058 
рр 


4° Пусть с обозначает число простых делителей какого-либо 
числа 4—<М. Легко выводим 


ев 


5° Все произведения 4 мы разобьем на классы, относя к од- 
ному и тому же классу произведения с равными числами 
простых сомножителей, принадлежащих одним и тем же группам. 
В виду 3° и 40 число Р всех таких классов будет 
Е 


р Ра р АР, 


6° Мы оценим теперь часть (2 суммы Т»›, отвечающую какому- 
либо определенному классу значений 4. Всякое 4 представляется 
в форме 
а т: й ... И. 
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где ], обозначает произведение простых делителей числа 4, при- 


надлежащих 5-ой группе (]: =1, если таких делителей нет). 
Полагая 


“г 


9—8. т 

Ф; — 2 , Е. =—= я , 

где [; обозначает число простых делителей числа /., имеем 
ФВ <Е.. 
Те же самые числа 

Фт, нае Ф-, 
Л, За т 
А, 


но переставленные (одновременно) в таком порядке, чтобы РЁ. шли 
не возрастая, мы обозначим символами 


1, ..-) \-, 
51, +9 5-› 
С, ...) (бе 


Соответственно этому мы изменим и номера групп чисел р. Тогда 
будем иметь: 


7° Допустим сначала, что 


|= 


Ст ... С- И. 


Пусть у обозначает первое число ряда 1, ..., т с условием (при 
у =1 в этом условии левая часть равна 1) 


1 
те м. 
5° Предположим, что 
У 
Тогда, полагая 
и — 81 8 © — бу+1 8 


имеем: 


[= 
© | & 


с место 
им” 


Сумму © мы можем представить в форме 


пових 
ор н, 
и от 


эл 
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где и, си т пробегают указанные для них значения (т пробегает 
числа натурального ряда) с условием 


ист — №. 


с \\ У ф ета, 


Отеюда 


где и пробегает указанные выше числа с условием 
Е и 
Арана 
и 2, при каждом данном и, пробегает целые числа с условием 


М 
Ох = 


При этом (=) обозначает число решений уравнения 
АЕ 
и, следовательно, удовлетворяет условию 
$ (2) <м№. 


Поэтому, применяя лемму 3, находим: 


Ом Им НА 
9° Пусть, далее, 

У 
Тогда, полагая для краткости [1 =х и обозначая символом х, наи- 
меньшее целое число с условием 

® г 

С." — ДР”. 

мы представим каждое 4 в виде произведения двух сомножителей 

06. 


где и является произведением х, простых делителей числа 21, 
а с является произведением остальных х — х, простых делителей 
числа #1. 

Легко видеть, что таким путем мы можем разбить на два со- 
множителя ровно 


Сы 
различными способами. Отсюда заключаем, что 
И 7А- ' \ Ах Ре , 
[9 = 0 0 = ХУ Уезтелит, 
Хх \ ф т 


причем и и © пробегают все пары значений указанного выше вида, 
а т, при каждой данной паре значений и и :, пробегает числа 
натурального ряда с условием 


ист —\М. 
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Очевидно 


У. 


„ 


Если теперь х, =1, то имеем также 
мт 1—4 
ИМ. 
Если же х, > 1, то имеем 


ж—1 1 х: 2 


сем бела ло 


Таким образом, как в случае х, =1, так и в случае х. > 1, 
имеем 


нм 


10° Теперь уже приступим к оценке суммы 0’. Имеем 
ы \ % Е 
(У = р 6 (5) 05; 0; = У Уетем ит. 
и 0 т 


где 5 пробегает все делители чисел 2, аи’ и 0’, при каждом 
данном 8, пробегают частные от деления на 0 чисел и и о, одно 
временно кратных 6. Оценим одну из сумм О;. Имеем 


9 == а — № р. 
ОИ ОИ Ср 


где и’ пробегает значения с условием 


№М^ 5 №!1-—^ 
> 


[1 
где о’и т, при данном и’, пробегают значения с условием 
М 
#; 
Ах. 
Пусть 


Я 
т 


х : й 
< =шш (м, У 
Тогда имеем 


М И И 
ая Пос 


Применяя лемму 3 с 


т 


=з Вместо № 20? вместо А 


(2 имеет значение; аналогичное тому, какое оно имело в 8°), по- 
лучим 


МЕНЕ” 


тр 52 
О Им < 
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При 6 >06, мы можем применить ту же самую оценку, так как 
в этом случае 


Поэтому находим 


ПО Имея а Км" Им: ++: 


$<М 


11° Теперь рассмотрим случай, когда 


1 
бух бы ПОМ 
В этом случае @ можно представить в форме 


у . 
ФЗ > р е?таКат, 
а т 


где 4 пробегает числа выбранного класса с условием 


1 


а< №: 


и т, при данном 4, пробегает числа натурального ряда с усло- 
вием 


т = м 
=-. 
Находим 
мА 
о М И 
( У нь 
(9) лы ( С 


и, следовательно, по лемме 2 имеем 


о< (№ +а +“) в 


12° В виду доказанного в 8°, 10°; 11° и.5° имеем 


1+ =, а Е 
Т.<М Им ИР 
А тогда из 1° теорема 1 следует непосредственно. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть 5 удовлетворяет условию 
о 1 


и р пробегает простые числа < №. 
Тогда число Т значений дроби 


{ар}, 
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не превосходящих 8, выражается формулой 


з ВЕ: 
х ‘ 50 СИ 1 
О и 


Доказательство. Эту теорему легко выведем из теоремы 1, 
если применим метод моей работы «Аналитическое доказательство 
теоремы о распределении дробных частей целого многочлена»“, 
причем будем пользоваться периодической функцией леммы 14 
моей книги «Новый метод в аналитической теории чисел»5. 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР; 9.ХГ. 1937. 


Т. УТМОСВАООУ. ТМРВОУЕМЕМТ ОЕ ТНЕ ЕЗТТМАТТОМ ОЕ А 
ТВтбОМОМЕТЕСАГ, ЗОМ СОМТАТИ1М с РВМЕ$ 


ЗОММАВУ 


т опе о{ ту пофез * [| Вауе элуеп пе\м езийтамопв оЁ затз 


У етмю, 


р<М 


УБеге р гапз оуег ргипез. ТЬезе езишайопз аге Бейег \Тап шу 
[18$ опез {ог 1Ве зате зиатз. Но\меуег Бу Ёагег сопз1дегайоп 
Т [опа {Таф {Ъеге \аз поф ша4е {Ве тозф о{ шу зепега! тефо4. 
[п фе ргезепф рарег Т слуе а пе\м паргоуететь о! {\е езитайопз 
Гог Ще сазе, \фев 


(р) = «р. 
А зиоПаг паоргоуешепь сап Бе а1зо обаште4 Гог \\е сазе мБеп }(р) 
15 а ро!упошла]! о{ дезтее Б1оЪег {Вап \Ъе Ё1г56. Вез14ез р сап гап 
оуег 1№е зефиепсе о! ргипез ш ап агийшейса! ргоргезз1оп. 


ТНЕОВЕМ 1. [её К фе ап пщегег > 0; М> 1; 
Ета; (= 0<9<М№; —1<8< 6 


= 15 ап атфитагу зтаЙ розйее сопяат ап4а р гип$ осег фе рт- 
тез < М. 
Треп фе йасе 


чфйеге с @ереп4$ оШУу оп =. 


* Известия АН СССР, 1927, стр. 567—578. 

5 Труды Матем. института им. В. А. Стеклова, т. Х, 1937. 

* С. В. Асад. 81. 0538, ХУП, №4 (1937); Весаей Маф®., 2(44), № 5, 
1937. 
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ТВЕОВЕМ 2. [её М > 1; 


=; И: 


&1 15 ап агфигагу зтаЙ розизлое сопяат, р типз осег йе ритез < № 
апа 5 запйзйез Фе сопаоп 


Оо== 
Тле питфег о} йе оашез о] пе гасиоп 


{ар} =ар — [ар] 


поф елсеефтз 6 зайзрез те тедиийу 


7 


1 
|Т — вт (М) | = с, № *® | ++ 


фреге с: 4ереп4$ ощу оп 1. 


г 
4 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОГГЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е ОЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 1/0 8$5 


С1аззе 4в5 зсепсез Отделение математических 
ра\петайчиез еф пафогеЦез ; и естественных наук 


„ 


Н. Г. ЧУДАКОВ 


0 ПЛОТНОСТИ СОВОКУПНОСТИ ЧЕТНЫХ ЧИСЕЛ, 
НЕПРЕДСТАВИМЫХ КАК СУММА ДВУХ НЕЧЕТНЫХ 
ПРОСТЫХ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе доказывается, что число тех четных чисел проме- 
жутка (1, 2), которые не представляются как сумма двух нечет- 
ных простых, есть величина порядка 0 (= (1 2)-М), где М — про- 
извольное положительное число. 


В переписке между Л. Эйлером и Х. Гольдбахом за 1742 г. 
имеется утверждение, которое на современном языке может быть 
высказано так: 

Г. Всякое четное число > 6 есть сумма двух нечетных про- 
стых. 

Как следствие из этого утверждения получается другое утвер- 
ждение: 

П. Всякое нечетное число >9 есть сумма трех нечетных 
простых. 


В 1937 г. акад. И. М. Виноградову удалось доказать утвер- 
ждение П для всех достаточно больших нечетных чисел. Что ка- 
сается утверждения [, то оно остается до сих пор недоказанным. 
Однако, опираясь на замечательные исследования И. М. Виногра- 
дова о тригонометрических суммах, можно уже теперь получить 
важный результат, связанный с утверждением Г. 

Чтобы точно формулировать полученный результат, введем 
такое обозначение: пусть у(х) равно числу тех четных чисел 
между 6 и х, которые не могут быть представлены как сумма двух 
нечетных простых. 

Если утверждение Т верно, то у(х) всегда равно 0. Еще в 1924 г. 
Нагду и ГиЙемоо@, опираясь на гипотезу В1етапп’а относительно 
распределения нулей функций Г, (5, /„), показали, что 


У (2) > О (23), 
где»В < 1 
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В 1930 г. проф. Л. Г. Шнирельман показал, что 


(2) < ах, 


й Ф с 
где О=@— р. Это был первый строго доказанный факт, касаю- 


& 
щийся оценки роста у(х). 

Автор этой работы, опираясь на указанные выше исследования 
акад. И. М. Виноградова, и также на известную теорему 51езе!’я 
о числе классов квадратических форм, показывает, что 

у(2) <Ситы, (1) 
(18 =) 
где М — произвольное положительное число; См >0 и зависит 
ТОЛЬКО от, Лу. 

Неравенство (1) позволяет также доказать теорему Виноградова. 
В самом деле: в силу известной теоремы Чебышева число нечет- 
ных простых чисел <х— 6 удовлетворяет неравенству 


п, (1) >В-.; (>7, 
где В > 0. 


сз 


Пусть х нечетное число >> шах т т) | Пусть 
рр <р< ... <р=т—6 


суть нечетные простые числа < х— 6. Тогда 
т 
г>В-—. 
ют 
Числа 
т —Р:, --. 2 — р» 


все четные и >6. В силу выбора х мы имеем 
Са 
а ще" налете > (4) 
1х ре и Па з 
Следовательно, среди чисел х— р; есть хотя бы одно, которое 
представимо как сумма двух нечетных простых, т. е. 
Вер ВО 

где р’и р” — нечетные простые числа. Следовательно, х есть сумма 
трех нечетных простых. 


ТГ. Обозначения 


М — заданная положительная величина; 
Со, С1, -.. — Положительные постоянные, зависящие только от М; 
х — действительная переменная; 5 >> с%; 


* Во время просмотра авторской корректуры этой работы в Асёа Аг иа., 
2, 2 появилась статья У. С. уап Чег Согри%, посвященная тому же вопросу. 
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п — целое число; [Ух ] <п<%; 
8 5 
=) 55 = левл. 
аи 4 — целые числа; а —< 4; 
р, р’, Р’, -.. — простые числа; 
ге 2 
Со так велико, что У Аз = >; 213 “ЕЕ = сз; 
(9) — функция Мебиуса; т(т)— число делителей числа т; 
$ (4) — функция Эйлера; 


е ($) = ет; 
5 (а) = У е(ра); 

3<р<п 
иен СО) 


$ (4) хо ТЕ 


21%, 


152 (в) = ыы ате (та); 


№ Ча) = Х ве (та). 


9<8 (а,4)=1 


Легко убедиться, что а». равно числу решений в нечетных про- 
стых уравнения: 


т= р-р”; 
* (а) 
Ат (9) =" ё (т): 
ое ( ) 
Е 
1 1 
ь = ЗА У» т (4) 
ета ый 


(в первой сумме суммирование распространяется на все способы 
представления числа т как суммы двух положительных слагаемых, 
каждое из которых > 3). 


п 


ЛЕММА 1: 
$ (4) 184 > с19. 


Доказательство. Известно, что П (1—-)> 89-5 г. 


2<р<а 
фея 1—1 )в9>а П (1—2) >е. 
9 (рва П (1 )в>а 
ЛЕММА 2 
< 1 си ъ 
, = 18т и сз (19 п)? * 


т’+ 
ИГТ 3 
если т > п > 6. 
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Доказательство. 7’ пробегает все значения от 3 до т — 3; 
при заданном значении 7’ число т’’ имеет определенное един- 
ственное значение; следовательно, уравнение 


т =т т” 
имеет т— 3—2 =т —5 решений. 


1 т—5 т п 
— се = Ре 
_ 8 т’ 18 т” ^ (вт) В 122 т т. Тв ' 


т/т 
ЛЕММА 3: 
Ат (94’) = Ап (4). Ат (9'), 


если (4, 9’) =1. 
Доказательство. Известно, что 


и (99') =нв(9)-4(а’); $(99’)=$(4)$(4°’). 


И в. 
94” ь 


но ад’ р а’4 пробегает приведенную систему вычетов по модулю 494’; 
следовательно, 


Далее 


Г. м 


= 


(а, а)=1 (а/, на в — 


ЛЕММА 4: 


1о Рлд У | А» (9) | сходится. 


а=1 


гы - О - т). 
Ул =->0 для т=0(тоа2). 


40 | Уна) > с4 >0 для т=0 (то42); т(т) <Ё (16 х)-1. 
4=1 
Доказательство. 1° Прежде всего ясно, что 


Пе если рф т 


и 


емо рт. 


Следовательно, 


0 , если &(9)=0, 


‚ если (9) 50. 
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Поэтому в силу леммы 1 
а= : к ыы Ч=1 а 
2° В силу леммы 3 и (2) мы можем написать: 
РП ре). 


Г роа 


ХА (9) = Пи + 4»(р)) = 
А=1 р 
3° Если т=0 (то4 2), то 
У ре т ее а: 10 3 
А" Па Е =) >11 г) ь (9) 
8%)". 
(4 


а=1 
Пусть т=0 (то4 2); *(т) = {( 


[54 (9)|= | \4=(9 || УХ 4А.@ 
Ч=1 а=[Е-1 
2 ‚Уд С —_ 


до 


[>] 
> А" (9) | = $? (9) 
а =[-+1 = [Е] +1 
> 1241 10? 
у 1 1 12°а-+2 5-12 
о - 2) 5 Е э те 
Пн 
< ав! 
РЕ 1 12а - 210416 $- 125 
-ьх: $ Е + 
аа [ар 
1 
+ Хата ван=я + 
ат 
а>Е 
а» 1224 > 1 2124 У 195 1 № 55 
Са Ра м #Та м я 
АТО 
12а а ша в 1 № 10? Е 
> - —-- —_- 
— О Пи АСК = Е 
4< а а 4<& 
12 15 2)? 
< с (18 181} Е — Е 
- 1525 с (7) (12 125) 
52 < 10 _ 21 = 618102 = о 
ат 
(5), (6) и (7) дают 
со 
|< ИЕ 
Г 122 р 
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(3), (4) и (8) дают 


ХА. (4) |= з— ® => 0. 
ЛЕММА 5. Пусть т=0 (што4 2); т(т) < 2)-5 т>п; 
2 со. 
Тогда 


Ь п 
| т | > баз а 
Доказательство. В силу леммы 2 и леммы 4 


1 
Вт | — | о й Г 
"т 


тт 


в п 
. |4 (9) | —- со Па са = С13 Пе ° 


ЛЕММА 6. Пусть у. (2) равно числу чисел п промежутка (1, х), 
которые удовлетворяют двум условиям: 
1° п не равно сумме двух нечетных простых, 
2° т(п) = &(1515)-*. 
Тогда 
Уз (2) = сах (18 2)-М, 


Доказательство. Известно, что 


т (1) + т(2) +... + (2) саит х. 
Следовательно, 
Е(052)-15, (2) < ааа; 
Уз (2) < сах (18 5)-М. 

ЛЕММА 7. Пусть п (т, 94,1) число простых чисел промежутка 
(1, т), принадлежащих прогрессии 4°-Н 1; (4, Г) =1. 

Тогда 

1 


п (т, $0 = 5] 


те 


с И т 
че +0(те- ы (= Ея), 


где в — наибольший из действительных корней всех Г,-рядов, при- 
надлежащих действительным характерам модуля — д. 

Доказательство — см. (1). 

ЛЕММА 8: 

1—6 > св 4-*, 

где Е > 0. 

Доказательство — см. (?) и (3). 

ЛЕММА 9. Пусть 3<т<п; п>[У#]; 9<0 


Тогда 
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3 
Доказательство. Полагаем в лемме 8 = (М 7). 
Тогда 


=: 


Е) —1 3 —1 М+6 
—5(м+9 -5(М+9 ЗЕЕ 
1—б> ева * еее Е (9) 
В силу леммы 7 и (9) 
1 
-езИ Ех ов вм +7 же 
|А (т) | = О (пе )-ЕО (пе о. 


Пусть 9. совокупность всех правильных несократимых дробей. 
знаменатель которых < т (ряд Еагеу’я). К сот ‘“упности 9%. будем 
причислять и 1. Пусть т. и = две сосгэдние дроби из совокуп- 
ности %.. Назовем «медиантою» дробь 


РО ^ 


/ 


а. а 
Медианта лежит между д и Ч”. Составим всевозможные медианты 


всех пар дробей из %.. Совокупность медиант назовем совокуп- 
ностью 3. Дроби, принадлежащие 3., разделяют весь интервал (0, 1} 
на частичные интервалы. 


> > а 
Пусть Соч тот частичный интервал, который содержит —. Пусть 


Ла, а длина Са. Известно, что для двух соседних дробей из %[- 
имеет место соотномение: 


Ча = ЕЬ 
а’ —аа=-1. 


Следовательно, 
аа” а 1 1 
и и <-— 10 
9+4 Ч ааа) м 
1 
Аеь == С19 4° (11) 


ЛЕММА 10. Пусть «С Са; (4,9) =1; 9=< 
Тогда 


У 


1, 


15 (&) — фа (а) | < съ пё °С 
Г г. г 
Замечание. Во всех следующих леммах интервалы ( 0; =) 


1 
и (1—-; 1) объединяются в одну совокупность точек. Если 
КУ 


д в =:0, то 


3 т=3 
й 
= 6, если 0 < д о 
где 9х й 
| =@— 1, если а, а 
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а 
Доказательство. Полагаем 0-Е: Очевидно, что 


: 


. 
|5 {@— У е (ра) | ен 4 = с ПЕ? : (12) 
ра 
‚еее ры УС: +2) = р (+ = )е (9) = 
Ч 
г в е(-ы) Мер (13) 
в ( | 2 
р<® 
где 
ар=1(то@ 4); 1=<1<9; @'=((тоа4); 1=Г< 4. 
Но 


> р) = 4 тз) [= (т; 4,1) —=(т—1;4,7). (44) 
а 


Вспомнив обозначения леммы 9, мы можем написать: 


(59, — 14,1) =. +4(т) —4А(т—1). (15) 


о т 
(14) и (15) дают нам 


Хе = и, + Хот Ат) —А(т— 1]. (16) 


р<п 
Но 
п—1 


Уе (т) [А (т) —А(т—1) =|--А@) 39+] Ат (т— 


Т=3 


—е((т + 1) 3) Е А(п)е (3) |. 


В силу леммы 9 и (10) имеем 


13 


шах |4(т)| <сипб &*, 
3<т<п-—1 


|. 
т 


Кроме того, 
[е(т3) —е((т -Ё 1) 3) |< Жж|3|. 
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* 
Следовательно, 


| Хе (тб) (А(т)—А(т— 1) | ев 2 |8] п тах | А(т) + |А() |< 
й р Е 3<т<п-1 6 


и 


Е | (17) 
Наконец, хорошо известно, что 
е(ч)=в4 48) 
(а, > 1 
(13), (16), (17) и (18) дают нам 


т 1 1 
°) —: в 
[ера УЗ «отб 6" Уаженяс 2 (9 
р /а т—3 


(1, 4)=1 
з (12) и (19), принимая во внимание, что и ) Ем Фаа (© 
следует, что 
1 
—1 вы 
|5 () — фа (а) [сиб & *. (20) 


ЛЕММА 11: 


Ей 
%] % [15 (&)— 4. (9) 2 да. < съ ее 
= @9=1 


Доказательство. 


|5? (©) — $2. (&) | < св [5 (@) — фид (в) [2 ([$ (@) + [Ф„. (@) В). 


аа 


Но в силу леммы 10 


19 (<.) ЕР Фаа (0.) Г = С27 п? Е! 2 
|159 — аа (0%) 40. < Св АС {15 (2) |2 да ++ (1, (аа. ) = 


Сад Сел Сад 


1 


1. 
«овьтй 0-2 ( (15 (ад да + (| Фьл (в) аа). (21) 
ь 0 


0 


Но 


ей 


5 (9) аа = ХУ 15 ств п)-! 
3<р<т (22) 


| Фов (®) “=: 


< слой (18 п) 


—.н < —> 


* (4 = т 


(21) и (22) дают нам: 


ИМЕН, Серия математич., № 1 
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У У [15чвд — ча едая 


9<5 (а, а)=1 
Сеа 


< свт? К (сю + сзо) п (18 пт)-1 У № 1 < с п! 


958 (а, а) =1 


ЛЕММА 12. Пусть т>=9>5; (а, 9) =1; тогда 


ЭС ши- 2 


Доказательство — см. (4) и (5). Нужно только положить 
 =с(18 п)" (см. обозначения в последней из указанных статей). 


ЛЕММА 13: 


5 


Зона 2 а 80-3, 
о (а, а)=1 


где О — любое положительное число < т. 
Доказательство. В силу леммы 1 


О м 
Е е( т («-=)) 
> а о 4 < 318" 9 т. 


, ‘а 1 
|Фаа () | = о (4) 


4% 154 7 м ом . 


Следовательно, имея в виду (11), можем написать 


со 5 
& © па В р 3 ы 
№ м | фаа (&) | 4 = 635 —— У чт < в п ©. 


7>49>0 (а, а)=1 9=[9] 
баз 
ЛЕММА 14: 
У и — 
> (а, 4)=1 
Доказательство. Пусть &С Сид; & == К Гогда 
в силу (10) 
13| < м - Е. 
4т 5 п 
Значит, 
|5 @)—5(= й вар, е(“Р` < 
| те а. 7 27 
< 637 | |; < сп! (23) 


Но в силу леммы 12 


55) < сапа сл п 19 пЕ 3 (24) 
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(23) и (24) дают нам: 


тах |5 (&) | < Свт ПЕ =. 
= “Сад 


Следовательно, 


— № [15@) и = У № пах О о Роз = 
9>6 (а, а)=1 % 4>6 (а а)=1 “Сс 
ве 


9>6 (а, -- 1. 
Сад 


Е ав 
< тив У У |15@ | да = ©. п? 14п ° |154 
0 


16 
< Сао ИЗ 1 Е", 


ЛЕММА 15: 


ыы 2 || № > а, (6) [Га = бо Е) 


9-1 (а, а)=1.) а’<Е (0,9)! 
Сад (а’а—аа’)==0 


Доказательство. Пусть &С Саа; и Вследствие 


того что функции (т (в. — =) имеют период а = 1, мы каждую 


/ 


дробь о можем замевить такой дробью = ‚ которая удовлетво- 
ряет условиям: 

1 
| <; (4”, 9’) =1, фа (@) = фе, (9). (25) 


а“ а 
Совокупности дробей и {"} находятся во взаимно-однознач- 


ном соответетвии. Следовательно, 


а’4—аа’-20 
<Ух У # мых Хы, 00 
< о< а | < “< | < 
Но 
‚|525 
|филе (9) № = ча) = т г. 
ть а”` |4 с 1 
<) вах | № е( т(а— Г а ето ей 
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Но в силу (25) мы имеем: 


а” а И 1 о В о 
+ <у+з=е (9 
ибо т > 3. 
Далее, т > 2%, следовательно, 
1 Л @ пах а 
5 — 
в м а ОЕ (29) 
а” а а“ а а 
ИХ 
| р а 
5 5 
Кроме того, в интервале [п-ов имеет место нера- 
венство 
[311$ | > 64з[ $ |. (30) 
Лемма 1, (27), (28), (29) и (30) дают нам: 
4 — 154 4’ Я < с; 1#105)4 РАЯ ЕЩЕ (31) 
| Фи’а’(@.) | < 644 РИ 45 ( 5 о 9 124’ — @а”4 м ° 
вл, 


В силу (11), (26) и (31) имеем: 


2.1 аа (а) аа. < саь (1515 5)4 в» р х 
р 4’<Е (а, а 


4=1 (а, а)=1 


а’а—аа’ ==0 
вок У 1 а У ы 
“2 ЕЕ 4 2 р 
х а 9 сы „ |904’ —а”а |4 > <= Сав (18 125) 25 — (32) 
а 
а4’—а"а=Е0 
где 
К [о 1 - м 3 
15а 1576 —5<7<56 


$=44’—а'4; 8=0, 


(5) — число решений в целых числах уравнения 5 =@4'’ —а”4 
при заданном $ и при 4, 4’, а’’, меняющихся в указанных выше 
границах. 

Оценим теперь (5). Если задана тройка чисел ОИ Я” 
то а определяется единственным образом. 

Переменное 4 пробегает не более чем т значений; 4’— не более 


д 


чем & значений; а’— не более чем 2 [5 = {+1 = 4 значений. 


Значит, 
в сыт. (33) 
(32) и (33) дают 


р | |Х Хе [аа < бана ела, 
а= Е 
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Ш. Доказательство основной теоремы 


ю № 2. | ®- 42 (а) аа = 


а= ее 1 


ре ||“9—# „рая + св У, о 
49<6 (а, 4)=1 а>е (а. т А 
«4 


И» 2. (д “аа. (34) 


4>6 (а,4)=1 


Но лемма 11 дает 


> [15 (а) — 62 (о) Раз < ей; (35) 
9<6 (а, а)=1 . 
а4 


лемма 14 дает 


р |5 (@) № да < сви. (36) 


9>6 (а, 9)=1 


Наконец, полагая в лемме 13 
ГРЕКА 
\) =.) 


получаем 
5 


2 | Фо (а) | аа. < супзЕ 8-3 — сззизЕ-1. (37) 


т>а>е6 (а, > 
Саа 


Из (34), (35), (36) и (37) имеем: 


|" — 2, Фа < сви, (38) 
9— те (а, а)—1 


2о У №2 Пе — фра = 


9=1 (а, а)=1 
Са 


2$. УХ + 


9’<8 (а’, а’)= —. 
а’а—аа’ == 


НУ ..| | аа (в) № 4. (39) 


а>Е (а, а)=1 


Но в силу леммы 15 


 х ПУ У в о ева. 40) 
4=1 (а, а)=1 4’ = (а^а’)=1 
Сад а’а—аа’==0 
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Далее, полагая в лемме 13 


9О=&, 


получаем 


$. |Фиа (в) да < сви 53 сут, 
а>Е (а, а)=1 


Из (39), (40) и (41) имеем: 


о [ео о (а) рая = сыт (191824; 
а=1 (а, а)=1 


(38) и (42) дают нам 
|159 —Р6 рад = 
-Х У [15 -—водраа < сии аща 


4=1 (а, а)=1 „/ 
Сад 


(41) 


(42) 


(43) 


3° Пусть переменное м пробегает совокупность значений, кото- 


рые удовлетворяют трем условиям: 
а) м четное число, 
Ь) р не равно сумме двух нечетных простых, 
в) т(5) =Е@52)-1. 


Пусть у, (2) число значений |4 в промежутке (1, х). Очевидно, 


что если 6 < х= су, то 


у (2) = 1 (2) + у; (2) << <с1(юзл) М 
Пусть 5 > со. Прежде всего очевидно, что 

ар 
Следовательно, при [Их| <п=<х 


х 


р 16. = —_ | ат — бщ |? = Уи вый = 


п-+1< т тет 
1 


= | |.52 (в) — Е (в) |2 а. 


0 


Из (43) и (45) имеем: 


ХУ = ел вв а* 


п-1«5 от 


т (М) = &(2)-1. 


(44) 


(45) 


(46) 
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С другой стороны, >; ц>п-- 1; ц четное. число; следова- 
тельно, выполнены условия леммы 5; значит, 


> 2 
ГЫ > син - (47) 


(46) и (47) дают нам 


[№, (2п) — у, (п)] сз я < 651и38-* (1815 2)*, 
у: (20) — у, (п) < 65228-11824 д (18155)*. (48) 


4° Очевидно, что 


5—6 


у; (2) = (И я мт) Ту (49) 


ых 1 
ет 4-е] 
Все числа 
ее) 


удовлетворяют условиям, при которых неравенство (48) имеет 
место; следовательно, 


м1 (27° Т) — у, (2 Т) < сё Ш 2 (18182) (5=0,1,..., 50). (50) 
Из (49) и (50) имеем: 
У1 (2) = у, (У 2) + (5% + са "18" 18а) = 
<И 2- сд 128 (1212) са 1198 д = Са (и: 451 
Лемма 6 и (51) дают нам 
У(2) = У, (2) + % (2) < св? 82)" (при >); — (52) 
(44) и (52) дают окончательно 
У(2) < све ва)" 


при 6<х< <. 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 14. Х1. 1937. 
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М. ТОСНООАКОЕЕ. ОМ ТНЕ ОЕМУТУ ОЕ ТНЕ ЕТ ОЕ ЕУЕМ МОМВЕВ$ 
УНТСН АВЕ МОТ ВЕРВЕЗЕМТАВГЕ АЗ А 5ОМ ОЕ ТУО 0 РЕТМЕЗ 


РОММАВУ 
п №15 рарег 1 ргоуе \\е ГоПо\лие ШФеогеш: 


ТНЕОВЕМ. 1[е у(5) $е е питфег о} есеп питфетз$ о} \е 
ицегь@ (1,5) хмей ате поф тергезета Ме а$ а зит о} %о оа4 
рттез. 


Тйеп | и 
у(2) =Смз (=); базе, 
ийете М 3$ ап атфитагу розшее питфег; См 15 а розйтое сопяат 
4ереп@те ощу оп М. 


Тре ргоо{ о! {№13 Теогета 1з Базей оп Пе гесепф Утостадо\’з (*} 
ап@ З1есе]’$ (2) могКз. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОРГЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕЗ ОЕ 1/085$ 


С1аззе 465 зс1ейсез Отделение математических. 
та{петафаиез еф пафиге!ез , и естественных наук 


= 


Ю. В. ЛИННИЕ 


ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ЕВОВЕМЦ$’А И УСТАНОВЛЕНИЕ 
СВЯЗИ ЕЕ С ТЕОРЕМОЙ НОВУТТ7?А 0 КОМПОЗИЦИИ 
КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье дается обобщение известной теоремы Егоъепаз’а 
о том, что только кватернионы над полем реальных чисел дают 
«алгебру» ассоциативную и не имеющую делителей нуля. Эта 
абстрактная теорема имеет одним из своих следствий теорему 
Ногу 7’а о возможности композиции у квадратичных форм 
только с двумя, четырьмя и восемью переменными. 

1. Егорептаз в 1882 г. показал, что над полем всех реальных 
чисел только кватернионы и их подалгебры обладают одновре- 
менно свойствами ассоциативности и отсутствием делителей нуля 
(среди всех линейных алгебр с конечным базисом) (!). В 1898 г. 
Ноагуц2’ом было установлено отсутствие композиции в смысле 
Саизз’а у квадратичных форм с числом переменных более 8 (?). 
Целью настоящей работы является такое обобщение теоремы Ето- 
Беп1аз’а, из которого последнее обстоятельство вытекает как след- 
ствие и получает интерпретацию с помощью неассоциативных 
алгебр. 


2. ТЕОРЕМА. Среди всех алгебр ранга 2 над полем всех реаль- 
ных чисел только в алгебре Сашеу (3) и ее подалгебрах имеют 
смысл и место равенства (а6)5-1 = 6-1 (фа) = а для всех элементов а 
алгебры при 6 =0. 

Для доказательства необходимо использовать несколько лемм. 
Будем впредь называть алгебру, удовлетворяющую условиям тео- 
ремы, искомой, и греческими буквами обозначать только реальные 
числа. Искомая алгебра должна содержать модуль 1 и вместе 
с 6-0 должна иметь такое 6-!, что 61.6 =6.6-1=1. Оче- 
видно, она не имеет делителей нуля. 


3. ЛЕММА 1. Если в искомой алгебре существуют числа Ей Е 
такие, что Е, Е, 1 независимы и 
Е = — 12, Е? = — |4?, то ЕЕ-- РЕ = с 
реально в при любых оит (Е-- *Ё)?* = — \?. 
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Доказательство ("). Имеем 
(Е Е)? = «Е аЕ + В = — А? — 4? - ЕР + ЕЕ, 
(ЕЕ)? =«'Е— “Е -- 8’ = — А? — 2 — ЕЕ ЕЕ. 
Складывая, находим: 
а-- а’ =0, а— а’ =0; 
следовательно, а =а’ =0 и ЕЁ -+- ЕЕ = В -- А? -{ 4? =в реально. 
Значит, при любых рит, (Е { тР)? — — у?, где у реально в виду 
отсутствия делителей нуля. 
4. ОСНОВНАЯ ЛЕММА 2. Пусть в искомой алгебре имеется 


т- 1 чисел 1, е1,...,@ет_)Етъ тавах, что 
2 2 2 2 ав 
1 е1 = 6 =... = @т-д = @тъ== — 1; (ве) = — Ав; 
(=; 1,7 = 1:2, т — 1) 
2% Числа Т.е... бт 1 Ве Ва обо Во НеЗаснса мы. 
Тогда возможно отыскать такое ет, не зависимое от 1, е,,... 
2 2 2 . 
ет) 4то ет = —1 и (еет) = — бт реально (1=1,2,...т— 1). 
Доказательство. Очевидно, существует реальное а такое 
что (е, Е т — а)? = —А?, ибо искомая алгебра ранга 2. Имеем: 


г 


е. Ёт — @& = еЕт + ве, -е, =е, (Еж + че). 


Числа е, Еш и 1 независимы в силу 2 и ее = Ва, = — 4 
о 
в силу 1’. Поэтому по лемме 1 можно выбрать ©; и а, так, что, 
полагая 
1 Ёт -- ве, = Ет, 
получим 
” \2 ‚2 
Бо Ч, Е) А. 
Далее имеем 
, 2 ‚2 
(е›Ет — В) =—^ ; 
еЕт — В = е. (Ет - Зе»); 
ь ‚з 
Е„,е›, 1 независимы в силу 2° и Е =е = — 1. 
Поэтому по лемме 1 найдутся такие В, и 8,, что, полагая 
Ет —— ВЕ = Вье», 
найдем 
„2 2 
5 Е 
о 
и 2 „* 
Докажем, что и (е. Еш)’ = — А! реально: 
е.Ет = Ве. Ет + Вуеле». 
Покажем, что е\Ёт, е1е›, 1 независимы. Пусть мы имели бы 
Уе1Ет -- Узелез + уз = е.О9 уз =0, 
ее ; 8 2 
где О = Ем -| у›е.. В искомой алгебре е1 =—1; значит, —е, = 
—1 
=е, ; поэтому 


ел (е1 © - уз) = (еле!) О - зе, = — О -{ зе, = 0 
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или 
— Еж — уе» ++ уз: = 0; = у, =; =0, 
как легко а из 25. Так как 
(ео) = — а; (ее = — 
то в силу леммы 1 
О. 


Теперь аналогично предыдущему подберем \: и ^. так, что 
р у у 1 12 , 


”’ #112 ии’ 2118 


и = м-в Еж =— 1, (е.Ет )* = — Аз ) 


и продолжим те же рассуждения. Пусть после у—1 шагов мы 
получим 


во Ч Е" (=. 2—6 От). 


У—1 
Тогда ЕС > независимо от е, и 1, и всилу леммы 1 можно подо- 
брать р: и р. так, что, полагая 


—1 
ЕК) ЕЮ + рае. 
получим 
Е = — 1, (6 = М. 
При любом = у— 1 имеем: 
10 
2 = ре ЕС + оъезе.. 
Наверное $ у, так что 
2 2 =(\—1) }2 У—1)?2 
(ее) = — №, и (а = Мм. 


Далее, числа е. ЕЮ, ве, и 1 независимы, ибо в противном 
случае, помножая полученное выражение их зависимости на е, 
слева и учитывая, что е;(е;0) = —0О, придем к противоречию 
< условием 25. 


Значит, по лемме 1 
\)\2 м)? 
(2 Е №) = —^! ) 


для 1 =1,2,....у—1 и по выбору ЕС? также для & =. 
= 
Таким образом, после т— 1 шагов придем к Е" — ет та- 
кому, что 


2 2 2 . 
= — (и) о 1. 
Ч. Т.Д. 
5. ЛЕММА 3. Если в условиях леммы 8 числа 1, е1, ... ет 
образуют подалгебру искомой алгебры, то 
1° Числа 1, е1, ....ет-1, 1 ет, ---, @т-1@т независимы. 


2 Если а, а+1, 6 -Е1 любые числа из ат — 1 написанных, 
то аб -- Ва = тоь реально. 


=> 
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Доказательство. Невыполнение 1° привело бы к равен- 
ству 9 Ое, =0, где 4 и О— числа подалгебры [1,еь, ...,ет-1|, 
которое противоречило бы отсутствию делителей нуля в искомой 
алгебре. После этого 2° следует сразу из лемм 1 и 2. 


6. ЛЕММА 4. В условиях леммы 3 имеем 
еек == (= м, @ 1). 


Доказательство. Имеем 


(езет) = — №; ев=-— 1; 


1, ет, @ет независимы в силу леммы 3. По лемме 1 


(егет Е ет) = — 4. 
С другой стороны, 
(ве-Рев) = и (егет) ет -> ет (езет). 
Таккак ее» (= —ем и, по лемме 9, ает — Жи тер ТО 
(вет) еж == е (ещет) == —е5 \6т (еж) = ет (Жи 8, ) = Же Г 14 


Подставляя это в предыдущее выражение, найдем: 


м = — № — 1 ее: +4 хитет, 
откуда 
Жи т = 0. 
Ч. Т. Д. 
7. ЛЕММА 5. При любом 1<тр—1 часла 1, е;, ет, 6 ет = 
=е;.т образуют алгебру кватернионов. 


Доказательство. Легко проверить, что эти числа образуют 
подалгебру, например 


бт (ег ет) — — бт (ет е;) Е ([—етет) ев = ее; и.т. д. 


Покажем, что 


2 
@ и — — Ш. 
По лемме 2 
2 р 
бт = — У2. 
Имеем в искомой алгебре 
е: 
и т 
ет = у? 


Поэтому 


2 2 
ет (214-т 61) = @ т 6 = — 264. 
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Но 
21--т (ет 1) = ет [(еет) Е] = — ет (ет е:)е:; = 
АО. [6 (66) ее = © 
Значит, 
у2 = 4: аи = —= 11% 


После этого легко проверить ассоциативность, например: 
2 1: 
(езет) ет = @+т = — 1; 
@; (Ете+т) — — е: (ет (еез)) = ее: = —1 ит. д. 


Также легко видеть, что 
@: @1+т = — @-+т@: ит. Д. 


Получились кватернионы. 

8. Если у искомой алгебры порядок п >> 2, то в ней существуют 
три независимых числа 1, е,, Е, где е! = —1: Числа 1, е, обра- 
зуют подалгебру, а потому выполнены все условия лемм 2, 3, 4,5. 
Поэтому наша алгебра будет содержать число е› так, что единицы 
1, е, ез, ее =ез независимы и 

е1 — е — ез —= —1; ее; = — ее; (&=7); её =—е ит. д., (4) 
т. е. будет содержать подалгебру кватернионов. Если п > 4, то, 
так как единицы 1, е,, е›, ез образуют подалгебру, по леммам 2, 
3, 4, 5 найдется? е, так, что 1, е,, е», ез, 1 -ед, елец, ..., езед неза- 
висимы и 


2 2 2 2 
[2 ... ез 6 (е1еа) =... == (езеа) — — И | 


а се. 


Покажем, что система из этих 8 единиц есть алгебра Сауеу, 
а именно, если 4 и О числа алгебры [1,е,, е», ез], то 


(9 + Оеа) ("| Ве) = 4" — ВО ++ (Ва + Ога. (3) 
9. ЛЕММА 6. Имеем при 1 =1, 2,3; 1=7] 
(ереу) её = — ©: (вед); еа (еёе;) = — (ее) ©}. 


Доказательство. Составим линейную форму 


Ее: те; (1 ЕЛ). 
Тогда имеем 


#2 2 2 
в = —2:—%,, 
откуда 
ха 
=—1 > 
УТ АЯ 2 2 
т, + т; 


Поэтому для искомой алгебры будем иметь при любом у 
(тез + пе) (але: + хе) у] = [у (тье, + х;е))] (хер -- уе; = 
р 2 
= — (21°: 2;) 9. 
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Отсюда 
е: (еду) = —е (у) и (уе) е; = — (ув) ее. 

Полагая в первом равенстве # = 4, у=е», А =1,2,3, получим 
еа(езек) = — е; (еае»)- 

Пользуясь (1) и (2), найдем при 7 А (7, А =1, 2, 3) 
(езен) ед = — ©; (екеа). 

Во втором равенстве, беря у = е, /=4, получим 
(екез) ед = — (екеа) е1, 

откуда 
ез (еке:) = — (еваеь) в. 

Кроме того, покажем, что 


е; (ееа) = — (е;еа)её (=). 


Имеем 
е; (ее4) = — (е:е;) е, = (ее) ва; 
(ее) е; = — (е4е;) её = еа (е;е;) == — (е;е1) ва. 
ат 
Поэтому получим следующие формулы: 
ез (ее) = — (е;е;) ед; (ее) е; = — еа (её); 
е; (её еа) = (еае:) её = — 64; и 
(а. = р (4) 
е+ (еуеа) = — (еуеа) её; еа (ее) = е 
я 
10. Присоединим к ним еще 9 равенств 
(ее) (е;еа) — 66: (т == ня 2,3). (5) 


Для доказательства их положим в пемме 6 


Ее | Тед 


Тогда Ё = — 41—22 в силу (2) и (4), и получим 
(езеа) (ез/) = — еа [(ееа) у]. 
Положим у = 6; (1=1,2.3) 05; 
(еёеа) (еае;) = — е4 [(ез еа) е;] = еа (еег) е | = 
= — еа [4 (ее; ] = ее; = — еуеё; 
(ее) (е4е;) = — (е1еа) (е; ва). 


Откуда и имеем (5). 
11. Равенств (4) и (5) вполне достаточно для проверки равен- 
ства (3). Проверим, например, что (Ое.) : (Ве) = — ВО. Имеем 
(е; еа) (езе4) = ее, = — (—е;) 6, 


(1. е4) (е; е«) = е; = — (—е;) . 1. 


ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ЕВОВЕМПОЗ’А 47 


Значит, 
(Фе) (езеа) = —. (— е;) 0. 
Далее, ых 
(Фе) (1-е) = — © = (—1).0, 
откуда в самом деле 
(Оеа) (Нез) = — ВО. 
Аналогично находим, что 
(Ое1)г = (Ог)ез и (Ве) = (НЧ) ва. 


Таким образом, указанная система есть алгебра Сауеу. Обозначая 


ее 8 единиц 1, е,,..., е, получим в частности 
ее С ОН в 
А(ВВ) = (АВ) В =В(ВА); ВВ=М(В). (5) 


12. Пусть искомая алгебра содержит еще девятую независимую 
единицу. Основываясь на леммах 2, 3, 4, 5 и равенствах (6), 
увидим, что существует ез такое, что 


2 
ез = —1; ее; = — ее (ее, = — 1. 


Заменяя в лемме 6 е. на е; и вместо 1, 2, 3 беря 1, 2, 3,..., 7, 
получим, учитывая (6), систему равенств, полностью аналогичных. 
(4) и (5) и определяющих 16-единичную алгебру 


(4- Оеь) (г Вез) = 9" — ВО ++ (ВО ОГ) в, (7) 


построенную из чисел Сзуеу 4, О, г, В точно так же, как они 
построены из кватернионов, и последние из комплексных чисел. 


13. Теперь докажем теорему, сформулированную в $ 2. Выбе- 
рем А и В в подалгебре (7), полагая 


Яо ООВ вл Ве, Вет На Во. МВ). 

Тогда (АВ) В должно равняться 

А-М(В) = 9 (7+ ВВ) + Вьь - (77-4 ВВ). 
Сравним части, свободные от е;. Должны иметь 

(4"— ВО)" -- В(В4 + 0!) = 9(т + ВВ). 
Но в виду (6) 

(4”)г = 9(”); В(Ва)= (ВВ) 4. 

Значит, получим 


4 (г) — (ВО) г + (ВВ) 9+ В (0!) = 9 (2) + 4 (ВВ). 
Откуда 


(ВО)г = В (0), 
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что невозможно, так как В, О, г могут быть любыми числами 
Сау!еу, а алгебра Сау]еу неассоциативна. Значит, п < 8. 

М чо д. 

14. Так как ассоциативные алгебры без делителей нуля навер- 
ное ранга 2, то теорема ЕгоЪептаз’а есть частное следствие этой 
теоремы. 

15. Докажем теперь теорему Ног\уи2’а методом неассоциатив- 
ных алгебр. 


ТЕОРЕМА. Обозначая 


п—1 п—1 
МА) = Ха; МХ) = У, 
1=0 8—0 


можно утверждать, что тождество 


М№(А)М(Х) = У . х арк аук), (8) 
3—0 ^7.Е=0 


где а: — реальные постоянные, возможно только при п =1,2,4,8. 


Доказательство. Речь идет о существовании матрицы: 


10 ат бам 
| 


где 
п®—1 
= ъ бк ау, 
1=0 
Г/Г = Ш, =М(А)Е. 


Кроме того, если какую-либо ее колонну, хотя бы 


[о 
1: 


1 
написать в виде матрицы от коэффициентов &;;, то она будет тоже 
ортогональна. Предположим, что 
= + 1оЕ, 


где Г = — Гл, т. е. Ё, антисимметрическая, и что Г, не зависит 
от 4%. Это предположение оправдаем в конце рассуждения. Поло- 
жим теперь: 


[00 = 40; ш = — = — а (+0). 
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В виду сказанного выше, полученные п уравнений можно разре- 
шить относительно 4%, а1,...,@»_1 и вставить их решение в минор- 
ную матрицу, обведенную пунктиром. Весьма важно, что, как 
очевидно из’указанных условий, элементы ее, стоящие вне глав- 
ной диагонали, не будут зависеть от @,, а на диагонали будет 
стоять а,. Опуская штрихи у 4%, ..., аи_1, введем матрицы 


а, — 01. с — @п-1 050, — 41211,.-.— @п-1Ти-1 
Я, а ЯВ» м 

М = Е я -= я 
Ч 11,19 ое 6 @т—10... о бб 


Определим теперь алгебру на базисе 1, е,,..., е._1 символиче- 
ским равенством 


и 
Ое:... 0 
(ав - але, +... { @п-1е1-1) (2% + хе, |... + Яп-1ет-1) = я -Е 
0 
00 бт—1 
в том смысле, что 0-ая, 1-ая, ..., (п —1)-ая строки полученной ма- 


трицы означают соответствующие компоненты произведения. Отсюда 
легко видеть, что 


еее 


Докажем, что полученная алгебра имеет ранг 2. Покажем 
сперва, что 


ее; = — ву 6: (Е 


Для этого, обозначая #;(а, т) сумму элементов -той строки ма- 
трицы &, получим 


№(А)м(Х) = ХЕЕ(а, =). 


Положим, в частности, а, = 10; @1 = — 11; ..., @и-1 = — 2-1. Тогда 
получим 


И--Т 
МХ = МХ У, 2). 
1 
Откуда 
2; (2,2) =0 при #=1,...п—1. 


* Последнее явствует также из Я, (<, х) = 0. 


ИМЕН, Серия математич., № 1 я 
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Отсюда без труда выводим такой факт: если в т-той строке 
матрицы Е член [»; содержит переменную а;, то в ней же член 
1„: будет содержать переменную а; с коэффициентом, по абсолют- 
ной величине равным, а по знаку противоположным. Это отвечает 
факту: если произведение а; х;е;е; содержит член ат;&е»т, то адез: 
содержит член ад; : — ает, Т. е. ее; = —ею:. ибо, как видим из 
выражения &, 

геа| раг (ее;) =0 (1=)). 
Следовательно, наша алгебра ранга 2; именно, полагая 


= ле, + ... + Хи-1@1-1; Х = — Че — ... — Яп-1@п-1› 

найдем, 
тх = ах =М(х) п 2— (тт) (1) =0 
тождественно пли 1? — 25х Е М (+) =0. 
Далее, здесь 
в 

М) 
Покажем, что здесь (а6)6-! = 6-' (фа) =а или, что одно и то же, 


о 


(а5) 6 =6 (а) =а-М(Ъ). Тогда по обобщенной теореме ЕгоБептиз’а 
эта алгебра—алгебра Сау\еу или ее подалгебра, что достаточно 
для доказательства. 


Заметим сперва, что в этой алгебре, как легко видеть, 
(АВ) =В-А. 
Теперь решим в этой алгебре уравнение 
АХ = У. 


Имеем ряд линейных уравнений 


Нкдь =. 
Учитывая то, что 

М = МА)Е; 1; = а; 9 =—а; (+0), 
найдем 


в Чо; си 9111; та и НЕ Уп-—1 8—1 
7 МА) ` 


С другой стороны, вычислим выражение А.У. Найдем его ]-тый 
компонент. Очевидно, он равен 


У {— а) Ча-И а [т 1Уп-1. 


При этом учтено, что элементы вне диагонали не зависят от а. и 
0 


при ] =0 надо брать У : (+ а). В виду равенств (к =— 4; (+ Е) 
это равно 


Ус оз Уи... + я ... | Уп 


, 


ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ЕВОВЕМЕОЗ? А, 21 


т. е. равно числителю 2;. Значит, решением уравнения АХ = У 
явится 


о Я . У. Значит, 


-(АА)У или А(АУ)=(АА)У. 


Беря сопряженные, найдем 


(АУ)А = (РА)А = (АА) 
и, вообще, 
(УА)А = У(А4). 
Значит, это алгебра Сау]еу или ее подалгебра, т.е. п =1,2, 4, 8. 


16. Осталось оправдать выбор Г, в форме 
Г = Га В, 


где Г, = — [Гл и Г. не зависит от 4. Это достигается известным 
способом (?). Имеем 


Г. = Гобо + Га, +... + Ри-ь@в-1, 


где 1; (1=0,1,....п—1) матрицы коэффициентов ож. Из Г = 
= №(А)Е найдем [,,[л =Е. Полагая теперь М; = Гл, находим 
равенство: 


(Е - а. Му - 650 -- Я@т-1 М) (%Е -- а.М: -- 258 -- Иры и) — М(А)Е, 


откуда усматриваем, что М; антисимметрические. Полагая а, М, 
+... + а М1 =, найдем Ё = [1+ 4Ё, где Г; антисимметри- 
ческая и не зависит от а,. Этим все и доказано. 


Поступило 
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0. МУИМК. СЕМЕВАГТИАТТОМ ОЕ ЕВОВЕМГО$ ТНЕОКЕМ АМП 1Т$ 
СОХмиСттом УТН НОВУттТ7?5 ТНЕОВЕМ ОМ СОМРОЗТТТОМ ОЕ 
ОПАОКАТГС ЕОБМ$У ° 


ЗОММАВУ 


]п \\е ргезепь рарег а зепега\ха\ол о! фе (Теогеш, 4ае 10 
ЕгоБептаз, аБойь фе иплаие р1асе о! фиацегитоп а1аеЪта атопя ай 
Пиеаг а1оебгаз \Цй ГПице Ъаз1з 13 слуеп ап4 из соппесйоп у\уиа 
(Ве ппроззфИиу оГ сотрозилоп о! чаадгайе Гогтз Ц тоге (ап 
еойе уама ез 13 езлаБИзВей. Тре 1аЦег ргоуед Бу Ниагуця ш 
изо та(т1сез, 13 пох 4етопз(та(е@ Бу шеапз о! Сауеу’з ео\(- 
ип1(3 а1оерта ап 13 зееп 10 фе а зипр!е сопзедиепсе о! поп-азз0- 
слайуе спагасцег о! (1013 а1оефга. Тре ргоуе@ Шеогет тау Бе 
ехргеззе4 аз ГоПо\з: 

Атопс а зесоп4 тап® азефтаз фий ртие ог трпие 65а51, йе 
оу а1зебтаз ат тей 1е а4еппие$ (а) 6-' = 6-1 (фа) =а ате пой 
теапт1ез$ апа таке Расе Тот аЙ а апа 6 = 0 ате СаШеу’$ @зефта 
ап 1$ зи -иеьтаз. 
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С1аззе Че зс1епсез Отделение математических 
та{Ипета\ сие еф пафигеЦез ; и естественных наук 


„ 


Л. Г. ШНИРЕЛЬМАН 


О РАВНОМЕРНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ 


В статье рассматриваются в общей постановке иекоторые за- 
дачи Чебышевского типа. В основу кладется геометрическая тео- 
рема НеПу о пересечении выпуклых тел в и-мерном пространстве. 
В настоящей статье рассматриваются в общей постановке не- 
которые задачи Чебышевского типа. 
Пусть х точка абстрактного пространства В, М некоторое мно- 
жество точек в этом пространстве, Ё (су, с», ..., Си, 2) функция п 


вещественных параметров ст, со, ..., С» и точки х, принимающая 
вещественные значения. 
Наименьшим уклонением от нуля функции Ё (с1, со, ... ‚ Си, 2) 


на множестве /{ будем называть, как обычно, нижнюю грань при 
различных Су, С», ..., Си максимумов Р (с1, 62, ..., Си. 2) на мно- 
жестве ЛИ. 


ТЕОРЕМА 1. Если выполняются условия: 


а) Г (ст, с», ..., Сп, 2) ограничена на множестве М при некото- 
рой системе значений параметров сл, со, ..., Си и непрерывна от- 
носительно ст, со, ..., си, равномерно относительно х; 

Ь) неравенство |ЁЕ (су, Сэ, ... ‚ Си, 2)| < Е определяет при любом 
фиксированном х и положительном Ё выпуклую область в п-мер- 
ном пространстве параметров Су, ... ‚ ви; 

с) пересечение тел ЁЕ (с1, ... ‚Сп. 2) при какой-нибудь системе 
значений 21, 1о, ..., 21 есть ограниченное тело, 


то имеет место заключение: 


Наименьшее уклонение от нуля Е (с, со, ..., Си.) на множе- 
стве М равно верхней грани наименьших уклонений Е (су, ... ‚ Си, т) 
на всех системах, состоящих из п-- 1 точек, взятых из М. 


Доказательство. Рассмотрим совокупность точек в про- 
странстве параметров с, ...,с»,, удовлетворяющих неравенствам 


(оо оао ааа м о О 


При достаточно большом Ёоэта система неравенств имеет реше- 
ния (из условия а). Определим нижнюю грань №, таких значений А, 
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для которых написанная система неравенств имеет решения для 
любой системы из п 1 точек х;:, ... , Ятуа. 


Рассмотрим совокупность тел, определенных неравенствами 
РА (5 бон: зб 


где х пробегает все точки множества М. Все эти тела (при лю- 
бом 2) по условию Ъ) выпуклы. Пересечение каждых п-Р1 из 
числа этих выпуклых тел не пусто и пересечение конечного числа 
каких-нибудь из них — ограниченное тело [условие с)]. Согласно 
геометрической теореме НеПу, если совокупность выпуклых тел 
в п-мерном пространстве такова, что любые п-1 из них имеют 
общую точку, причем пересечение какого-нибудь конечного числа 
из них ограничено, то и все тела совокупности имеют общую 
точку. 

Поэтому в нашем случае существует система значений су, с», ... 
... Си, удовлетворяющая сразу всем неравенствам 


Е 


каково бы ни было фиксированное = >0. С другой стороны, из 
определения А, следует, что неравенства 


(ее, ое 


были бы несовместны, если придать х уже соответственно подо- 
бранные п--1 значений из М; тем более они несовместны при 
любых х, принадлежащих М. 

Таким образом, А, есть нижняя грань значений А, для кото- 
рых система неравенств |Р (Су, ... ‚ Си, 4х) | < А совместна при лю- 
бых хиз М. 


Так как пересечение каких-нибудь [ тел |ЁР (Су, ... , С», 2) | < Е4е 
сеть ограниченное тело и функция ЁР (су, ... ‚Си, 2) непрерывна по 
отношению К С1,..., С», равномерно относительно х, то можно 


перейти к пределу при > 0 и получить функцию 
0 0 
Е (ке би 


ДЛЯ которой выполнены неравенства 
|Е (3... , %, 2) |< & при любом 2С М. 


Примечание. Отбрасывая условие Ъ), легко построить при- 
мер функции Р (с1, со, ..., Си, 2), для которой наименьшее укло- 
нение на /М не совпадает с верхней гранью наименьших уклоне- 
ний на системах из и -+- 1 точек, и даже на системах из любого 
конечного числа точек. 


С другой стороны, условие Ь) не необходимо и его можно 
было бы заменить другими предположениями, связанными с 0боб- 
щением теоремы Не\у. 
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ТЕОРЕМА 2. Рассмотрим частный случай, когда Е (су,..., 
Си, 2) = с191 (х)-+ 65$. (х) -- ... + сиФ» (х) — } (5) и М состоит из п + 1 


точек Х1, ..”, Физа. Предположим, что все определители‘ матрицы. 
$1 (11) ... (21) 
1 (22) ... $ (22) 
ф1 (21+1)... 9 (241) 


й-0г0 порядка отличны от нуля. В таком случае 
1° существует одна и только одна система значений 64, ... ‚ ©, для 
которой осуществляется наименьшее уклонение; 


в 


2° все разности йь = >. $: (ть) — 1(жк) (Ё=1,..., п+ 1) равны 


1 
между собой по абсолютной величине; 


3° все произведения (--1)^ Дьйк имеют одинаковые знаки. 


Через Дь обозначен определитель 


ф1 (21) $2(24) ... Фи (71) 


фа (ды 1) фа (дь_1) | фи (ин _1) 
$1 (7%+1) Ф2 (7+1)... Фи (Ты) 


ф1 (Хи 1) ф. (тиза) Е. Оп (Яп+1) 


Доказательство. Рассмотрим систему из п 1 уравнений 


с1$1 (21) +... фо (11) = (а) + 
с1Ф1 (12) +... + 0$ (22) =](%3) №» 
СФ (+1) нЕ СЖ | СпФь (Яи+и) == (2-1) -- ба 
Пусть с: подобраны так, что наибольшее из /й; имеет наимень- 
шее значение. Если бы при этом не все #й; были равны по абсо- 
лютной величине, например, /»„.: меныпе максимума остальных, 
то можно было бы придать первым п из них достаточно малыс 
приращения, уменынающие их абсолютную величину, и, поль- 
зуясь неравенством нулю определителя при с:, изменить с; так, 


чтобы уменьшить максимальные из й;. Поэтому 1; равны между 
собою по абсолютной величине: 


= А. 
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Для определения знаков й; составим выражения для прираще- 
ния ДА; через Дс; 


4#, = с19. (21) +... + Аб (21) 
4, = 46,2.) В... 1 А) 
Ай == Дс1 91 и) с а Е Ас,» (21+1) 


Между Дй; существует одно и только одно соотношение: 


Ф:(х,)  92(2,) --.: (21) Ав 

Ф1 (22) <- (22) .-.: Фи (22) Ай» 

а (вы) ф> (2п+1) - - - Фи (7+1) Айа 
м1 


т.е. У(-ПАи, ==) 


*=1 


Из невозможности уменьшить абсолютные величины й; следует, 
что нельзя подобрать решений ДА; этого уравнения, противопо- 
ложных по знакам й;. Для этого необходимо и достаточно, чтобы 
(—1)Л;Л; имели одинаковые знаки. 


Таким образом, можем положить 
: = (—1) +1101 А; - 1, 
где й может быть и положительным и отрицательным. 


Получаем систему уравнений 


11 (21) -Е с2Ф» (21) + ... + сяф (21) — 180 Дай = 1 (21) 
с1Ф1 (2) -- с›Ф» (5) + ... + си» (25) + мт Дай = } (22) 


191 (*;) -Е с2Ф> (х:) и - Софи (*;) + (1 $151 Д:й = 7 (2:) 


с1Фл (ии) -- с2Фь (ии) |... + сифи(яи1 + (—1) 1 1 Диай = (1) 


Отсюда 


(—1)° 44 (2;) 


Замечание. Какова бы ни была система из п-+- 1 точек, 
всегда можно подобрать функцию 1 (5), обладающую тем свойством, 
что наилучшее приближение /(5) на М с помощью линейной ком- 
бинации $,(7), ... ,‚ (2) совпадает с наилучшим приближением 
1(х) на данных произвольно п |+ 1 точках из М. 
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Пусть ранг матрицы 


| 91 (т) 95 (т) Г. а. — 


| Ф1 (Хит) ©> (яи+1) ” .б( а й 


равен А (Ё < п). 


Все $:(х;) (Г> ®) выражаются линейно через ф, (1;) (#-=1,2 
и С 


.... 


Е 


Фи (т;) = № сии (х:) 


[=1 
ааа Сы пе Че, а 9 
Поэтому наилучшее приближение с помощью 09%), ... Фа) 


для системы точек 21, ..., 1: совпадает с наилучшим приближе- 
нием с помощью функций ©, (2), ... , Фи (2). 


Пусть какой-нибудь минор /-го порядка, например 


| 91 (2)... Фи (а) 
| 91 (12)... 9% (23) 
1 (хь) чего 8 (ен) | 
не равен нулю. Прибавим к точкам х:,...,хь еще одну точку, 


например х»+:, и определим функцию /(5) так: в точке х; поло- 
жим ее равной з1010;, где 


Ф1 (11) ... Фи (21) 
а и... №30 
| ф1 (2:41)... Фи (2+1) 
9 (2и+1) о (ть+ь) 


Не все подобные определители равны нулю. Во всех точках 
множества /Л/ за исключением 21,..., Хиз: положим |](4)|< 1. 
Наилучшее приближение этой функции © помощью /. (1) = с1$, (х)-+... 
. | с^Фь (2) (а значит, и с19. (5) |... + с,Ф, (х)) не может быть 
меньше 1. В противном случае знаки Г, (2;) должны были бы быть 
противоположны знакам ](2%), т. е. совпадать с — 101 5;. Но это 
противоречит очевидному соотношению У О, И 
Заметим, что функцию ][(5%) можно было бы подчинить допол- 
нительному соотношению 


|7 (2) < 1—4 (2), 
где А(5)— любая функция, обращающаяся в нуль в точках 
21, ..., Фаза и меньшая 1 всюду на М. 
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ТЕОРЕМА 3. 1° Наименьшее уклонение линейной комбинации 


с1Ф1 (2) - с2Ф»2 (2) | .-. + сиФи (2) от ] (т) 
на множестве М совпадает с наименьшим уклонением этой ком- 
‘бинации от }(х) на некоторой системе из п + 1 точек из.М, если 
определитель 


| $1 (21) 92(71) ... (21) 
Ф1 (25) 92(72) ... $ (12) 


| 
| 
| 
91 (2») Фа(2и)... Фи (2) 
не тождественно равен нулю, все 9;(х), [(х) ограничены на М. 
Это наименьшее уклонение фактически достигается для некоторых 
0 0 
ал, би. 
2° Если М компактно и на М" существует всюду плотное мно- 
жество систем т\,..., 1, для которых предыдущий определитель 
отличен от нуля, ©:(х), [(х) непрерывные функции, то наимень- 
щее уклонение на М есть максимум выражения 


Фа (21) фг (хи) ая (2) 7 (2) 

Фа (25) фз (25) .:- (25) 1 (2.) 

91 (Тит) ф2 (тиу1) ео 9 (01) 1 (541) 
$1 (2,) — $2(2) 9 (21) 

к ф1 (2;_1)} 1) ею 9 (*;—1) 

РЕБ 91 (2:41) $2 (2; 1) че © бо (т; 1) 
91 (яп) фа (ти+1) и Фп (Лит) 

при различных т, То, ... , Лпча, взятых из М. 


Доказательство. 41° вытекает из теоремы 1, если принять 
во внимание, что в случае нетождественного обращения в нуль 
определителя Д, объем пересечения выпуклых тел, рассмотренных 
в теореме 1, конечен, а линейная комбинация с; с ограниченными 
коэффициентами непрерывна относительно с; равномерно относи- 
тельно х. 2° следует из теоремы 2, если учесть непрерывность 
Ф! (1), ... ‚ 9. (1), }(х) и компактность М. 

Из приведенных теорем можно вывести необходимое и доста- 
точное условие Нааг’а для единственности линейной комбинации 
191 (2)... + с,Ф» (<), дающей наименьшее отклонение от 1(2) на 
компактном множестве М. Это условие заключается в необраще- 


нии в нуль определителя Д ни для какой системы точек а 
взятых из М. 
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Пусть Д нигде не обращается в нуль. Выберем на основании 


0 0 
теоремы 1 систему из п | 1 точек 21, ... ‚ 2и+1, наилучшее прибли- 
жение для которой совпадает с наилучшим приближением на М. 


Но для такой системы при необращении в нуль Д из теоремы 2 
у 


следует единственность линейной комбинации № с:©;, дающей наи- 
ви 


лучшее приближение. 
Для доказательства обратного допустим, что для системы точек 


21, ...,Ж», определитель Д равен нулю. Существует линейная ком- 
п-+1 

бинация 2, 0:3: (1), обращающаяся в нуль при 5 =4:, ..., 4. Умно- 
ЕТ 


жив ее на достаточно малое постоянное число, можем сделать ее 
всюду на М меньшей 1 по абсолютной величине. Отождествим эту 
линейную комбинацию с функцией А (2) из замечания к теореме 2. 
Тогда построенная там функция } (5) имеет наилучшее приближение 


на М с помощью ©, (5),..., Фи (5), равное 1. Оно осуществляется, 
п 


с одной стороны, линейной комбинацией У с:$: (1), где все с 
1=1 


равны нулю, а с другой стороны, системой значений с; =;, где 
2; не все равны нулю, что и доказывает неоднозначность решения 
Чебышевской задачи, если Д для какой-нибудь системы 21,..., Хь 
обращается в нуль. 

Из доказанных общих теорем можно получить как частный 
случай теоремы о равномерных приближениях функций в п-мер- 
ных овклидовых пространствах и о равномерных приближениях 
функционалов. 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
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Т. ЗОНМТВЕЕМАММ. ОВ ГЕ АРРВОХ1МАТТОМ ОМТЕОВМЕХ 
ВЕЗОМЕ 


Папз а по{йе ргезепе поиз сопз1@6гопз аие]диез ргоЪ16 тез 4и 
|уре 4е Теверуспей! аи рот 4е уче 56пёга!. М5 сопз16гайолз 
5016 фазбез зиг 1е \\ёогёте оботейчаие 4е НеПу. 

501 х ип рошь дие]сопдие 4е езрасе аЪзгай В, М ип епзет- 
Ые 4апз сер езрасе, ГР (су, ... , с», 2) пе Гопсмоп 4е п рагатё (тез 
гбе]$ её ди рошф х. Г’6сагь шшираю 4е 0 4е 1а !опсйоп РЁ заг 
епзете М езё 1а Богпе шЁ6меиге 4е шахипашт 4е РГ заг М 
ромг ф0ез 1ез уа|ептз 4е су, ... , си. 


ТНЕОВЁМЕ 4. 51 1е5 соп4и1отз зизоатез от Пей 

а) ЕР (с1, ..., 2) её Фотпее вит М. аи тотз роиг ип зуявте 4е 
Ст, ... Сп @Ё сопИиптие раг таррогё @ су, ... , си, ващетет роиг 10и5 
12; © 
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Ь) И емяе ип 14 зуяете ае сщеит$ 4е х— 1, ... , 2 дие ГР пиег- 
зеспоп 4ез согрз с1-4еззи$ еб ип сотр5 д— 

Ресат тиитит а4е Е $иг М ея вета а 1а Фотпе зиретеиге 4ез 
6сат1$ питлта 4е Е эт 10и5 1е5 зуяетез ди сопяяет ат + 1 
рота; ае М. 


Сопз1А6гойз 1е саз рагисиПег, ой 


Е = с1$: (1) + ... + сиФ» (2) — / (2) 
еф 4 сопз15 ще 4е п-+ 1 роз ду, ..., 241. ОЭ6зепопв раг Дь 1ез 
46егтлтап(з 


ф1 (1) ... 9 (21) 


1 Я) ею Ф (2—1) и Й 
Ф: (Хь+1)... Фа (Ха) ( мыиасЕы). 
те (Явы) а 9 (Хи) 

ТНЕОВЁМЕ 2. 5% 10и$ 1е3 ДА» 5011 4 /[6гепа$ 4е 0 


. . . \ 0 0 
1) И еляе 1оиуоитз зещетет ип зуяете ст, ..., сп роиг 1едий 
Ресат тиилтит ея ацетё; 


2) зощез 1ез аИГегепсез йь = м с49; (хь) — 1 (хь) (Е=1, .... п 
от? (а тёте сщеиг афзоше; 
3) 1е5 ртодииз (— 1)" Дьйк от е тёте $1ете. 


ТНЕОВЁМЕ 3. 5 М е5ё сотраст, Ф; (2), (2) 50  сопитиез 
5ит М @ 


1 (21)... Фи (21) 
в ПО 
1 (2»)... Фи (ха) | 
ез{ Фи/[етепё 4е О зиг ип епзетМе 4е5 зу546тез ху, ... , жи 4епзе 


раноиь зпг М", Г’ всай платит 4е ГР ехргезяот, с1Ф, (2) +... СиФа (1) 
4е }(х) зиг М сотеае асес 1е тамтит ае 


п-1 з 
УРА, (®) 
Е 


т-1 


У А 


1=1 
роиг [ез @сег$ зуя6тез 45 ройиз 1, ... жида ае М. 
Пез (Ббогётез епопсёз Чесоще 1а соп@!лоп 4е Нааг роиг 


Гип1оц6  @’ехргезз10т с191 (2) +... + с,Фи (2) — /(2) чи тбайве 
6сагь шшипиш 4е ] (5) зиг ’епзет Бе сошрась М. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
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таВештамаиез е{ф пафиге!ез . и естественяых наук 
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕ- 
НИЙ © НЕСКОЛЬКИМИ НЕЗАВИСИМЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ 


ЧАСТЬ П 


В статье рассматриваются интегродифференциальные уравне- 
ния, у которых первый индекс регулярности 0, полозжителен, 
а второй индекс р› обращается в нуль. При некоторых специаль- 
ных предположениях относительно ядер доказывается существо- 
вание решения и дается правило для его нахождения. Решение 
оказывается единственным. Кроме того, на частных примерах 
доказывается неразрешимость (вообще говоря) уравнений с первым 
индексом р., равным нулю, или уравнений со вторым индексом 9» 
отрицательным. 


1. Введение 


В первой части настоящего исследования * были рассмотрены 
интегродифференциальные уравнения, в которых областью интегри- 
рования служил конус с вершиной в переменной точке простран- 
ства. Нами было доказано, что при некоторых ограничивающих 
предположениях относительно вида ядер такого уравнения, оно 
может быть решено по методу последовательных приближений. 
В основном результат исследования сводилея к следующему. 

Если в уравнении 


и=/ + Зи (1) 


* — регулярная операция, и если индексы ее регулярности о и р. 
оба положительны, то при некоторых ограничениях на свободный 
член уравнения, касающихся возможности несколько раз приме- 
нить к функции ] операцию %®, уравнение (1) разрешимо по спо- 
собу последовательных приближений. 

В настоящей части мы рассмотрим уравнения, в которых 2, > 0 
и 2. = 0, отказавшись от условия положительности второго индекса. 
Кроме того, мы построим два примера, показывающих, что урав- 
нения, в которых 2, =0, могут оказаться неразрешимыми даже 
при 52 = + ©, и что уравнения, где 0, <0, могут оказаться не- 
разрешимыми даже при 5: = ©. 


* (м. Известия Лк. Паук СССР, Матем. серия, 1937, №1. 
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Таким образом случай, разобранный нами, является самым 
общим, если не делать каких-либо новых специальных предполо- 
жений о структуре рассматриваемых уравнений. 


2. Анализ уравнений для 5, =0 


Рассмотрим, какие возможности могут предетавиться при изу- 
чении регулярных операций ® с индексом 2. =0. 

Предположим с самого начала, что все изучаемые нами опера- 
ции, пока об этом не оговорено специально, применяются лишь. 
к функциям, обращающимся в нуль при #® =0 вместе с доста- 
точным количеством производных. Пусть, кроме того, число пере- 
менных п>=2, ибо для п =1 все результаты становятся тривиаль- 
ными. Рассмотрим сначала нечетное п. 

При этих оговорках любая операция ®@ может быть заменена 
другой эквивалентной, у которой наименьший из повазателей 
ядер ци =0, а наивысший порядок производных, входящих в ®, 


п 1 
2 

В самом деле, как доказано в первой части, в таких уравне- 
ниях бывает возможно интегрированием по частям понижать порядок 
входящих туда производных, понижая одновременно показатели 
ядра так, чтобы индексы. оставались неизменными. 

Такое понижение можно производить до того момента, пока 
показатели получаемого ядра удовлетворяют неравенствам 


и —1иА>— п. (2) 


будет 


Так как 


> ра 1— А 


Ар -НЕ-+п-1, 
где [| — порядок производной, на которую умножается данное ядро, 
то для выполнения этих неравенств достаточно, чтобы 
А-ь  (>-ы +. (3) 
2 
При нечетных й существенным является лишь первое из не- 
равенств (3), так как второе для п> 2 автоматически следует 
из первого. 
Наше утверждение доказано. 
В случае, когда п четное, понижением порядка производных 


1 
можно всегда добиться того, чтобы = >, @ паивысший порядок 
р п 
производной был о -- 1. 
В самом деле, при рассмотрении отой задачи мы можем сразу 


Га 
предположить, что производные порядка т с ядром, у которого 
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=—>, отсутствуют. Если ото не так, то такие члены исчезнут 
после первой же итерации. 

Более высокий порядок производных, чем 4-1, исключается 
с помощью интегрирования по частям, причем неравенства (3) 


в 
гарантируют возможность снижения этого порядка даже до 5. 


3. Анализ композиции двух интегродифференциальных операций 
для нечетного п 


Пусть п нечетное, п = 25 —1. Вак и в первой части, мы зай- 
мемся прежде всего некоторыми исследованиями, касающимися 
композиции интегродифференциальных операций. С отой целью 
изучим более подробно интеграл 


К(М®, 1®, М, #1) 5 


п-1 
Е т 
92 } 
о - : - та К‘ (М®, #9. М®, $9) х 
91(1)*° дж)" ... дж)" 
ОК Ко) —т(0а) 
х КЕ (М®, #0, М®, # ам? $°, (4) 
п-1 
ГДе 0%, б1, ... › би любые числа такие, что 0% + 9 +... в = 5 =$, 


при некоторых новых специальных предположениях относительно 
ядер К. 


Пусть ядро А(?) допускает представление 
02 0 2 
К [76 ), {®, М®, { )) ше 
__ 2 (02 0 0 02 02 0; 02 02 . (02 
= К (М, 19°; 919, 350, .. 05, 02,6) $ (16°?) + 


57 (02 0 0 02 02 02 02 02 02 
НЫ К (М, 0,9, о, 8), 5) 


где ф(1) обозначает функцию от ', определенную равенствами: 


1 
р ия 
Я — — 
$ (1) =) + 2го18 В т — == (6) 
| а 
и 3 <<! 


Очевидно, что в промежутке 0 = 1=<1 функция ф(1) непрерывна 
вместе со всеми своими производными. 
57 (02 0 0 р 2 02 
Набнаро А” (ло: о и ’) мы наложим требо- 
вание, чтобы некоторое количество его производных в общей точке 
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(где ни одно Ф не близко ни к нулю, ни к п) удовлетворяло 
неравенствам: 


д" (0?) (М, 10), 3402), ‹ (02), (02) о $ —Во 
аа Фей) 


91(6)”° дао" ый да (0) обо 9801 г д%(01)8=— де 


де < а 1. 

Это требование мы будем считать инвариантным для всевоз- 
можных поворотов координатных осей с тем, чтобы исключить 
несимметричность при их выборе. Число нужных производных 


мы не фиксируем. 


=(0 1 
На ядро К” мы наложим требование при > = 


дт (0?) (м®, 1). 9(01) к. 3002), 62), п (02) 5(02)) 


г 6 я 2\В8 ро 3, 5 
916) дз)" р дл (®) т 032 5 962» й ди (028 9Е(02% 


8 в—Ви 
< А” (1—1) (0<а<1). (8) 
9 
При {= Е мы будем записывать условие, накладываемое на К, 
в виде * 
д” К (6?) (©), 10); 10), 1409). п) Е (02) 8 
2 ( 1 2 п ) — А) (9) 


96)" да" № бд" 052) дл (РВ д1(62В» 


Как (8), так и (9) должны быть справедливы для некоторого 
конечного числа производных, которое мы ближе не фиксируем. 
Полезно заметить, что одновременно с разложением (5) всегда 
имеет место разложение 
(0) ,(0). ли (2) +2), — 
КЕ 
= 2 2). 9 (02) 02) 02) ^(02) ‚ (02 
=К, (М, 10; 5 т: ‚ )$ (4 Е 
27 (02 РЕ 02 02 02 02) ^(02 
о (10) 


7 (02 2 (02 
где А т и К”) подчинены условиям: 


д" К, (М), 1; 360) ,..., 502 0, (02) ма: 
"К. ( , 1 п—2 Ф о < А СЯ 


| 
| д ож"... озу ое др» дса) В 


д” Ё, (М, 19; 2) ,..., 302. 0002), 1002), 02) 


а (9) . —(02)Во 2) В. Е 
ди (2)® д?) т д)" д5(02* 03(9В о дз» `` ди(0)В» 


0 — Ви у 
Е 02 р (02) ‚(02 1 
=, из) при “> = (12) 
и 
* Обозначения здесь несколько отличны от обозначений 1-й части: К обо- 
значаст функцию аргументов М“, 1%), 14), ..., 0, 02) и соответственно 
К функцию м®, Ка 10). а 82). з 
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д" (М), (2), 20 тои , ‚ (0?) 


| ди(2)°* д. И (2) ое ‚отоВвн 
а < &—$ —Во 
(02) (02 
< А& при 1% => =. (13) 


Для доказательства этого предложения покажем, что за функ- 


цию К‘) может быть выбрана функция 
2 (МФ, 19,0360, ‚300 009 500) — 
О оо эт 99°) соз 35°)... 20 
п нео ЕЮ; 90950 и 0%, 5”). (14) 
Справедливость неравенства (11) при этом очевидна. 
Нам остается проверить, что 


= 2 2 02 02 02 2 
К. (М®, 19; 3 о й т 0) = 
=.) (МФ. в®, М 
2), 2 (02 2 2 2 2 2 
К оь (15) 
удовлетворяет (12) и (13). 


2: (02) 
Для К> ’° мы получим представление: 


Рае, Е К ©” (2® ть о 02) соз 302). х®) +9 (02) #002 т $22) с05 в Мы 
2 2) - 2 
ое ) Е т м . 10°, ко. $0) А 3. © Е де 
о + сова с по вт зе В 0890, а 
. : 2 
о ао; й АЖ ‚60°, у 
— К° (2+ 9 сов 309, 2 К т 96° сов ВА а 
+ 0) 99... зто + 
02 02 302) 002) #2) (02) . 
+ 52; 509,300 0 9) 6 (15). (16) 
Отсюда очевидно следует справедливость формулы (13). Фор- 
мула же (12) сразу очевидна для первого слагаемого правой 
части (16). Второе слагаемое мы представим в виде 


1 


бу 1-2 о во, 
0 


ЙО] а 089. 
о о. О 

Дифференцируя эту формулу по параметру, легко доказать 
справедливость (12) для второго слагаемого правой части фор- 
мулы (16). 

Ядро К (М®, #0, М®, #8), удовлетворяющее всем этим усло- 
виям, мы будем в дальнейшем называть ядром неизменяемого 
типа, а функции а К) его главными частями. Смысл этих 
названий выяснится в дальнейшем. 


ИМЕН, Серия математич., № 1 
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2 2 2). (1 1 
Аналогично мы потребуем, чтобы ядро КОМО М) 
также было ядром неизменяемого типа. 
Докажем следующую лемму: 


ЛЕММА 1. Есла К® и К” будут ядрами неизменяемого 


типа, то и новое ядро К 5 будет также ядром неизменяемого 
типа. Первая, главная, часть его К (1) представляется в виде: 
27 (01 0 0).-3(01) „ (01) #(01)) 
КМВ 
3—1 Е(01)$ 
5 & и. +...“ 
ии |, 
9$ 
+1 ЕВ (1 — р) 
2\5—125(02 0) ‚(0 1 01) о Е 
х (4—2) К (мо; И а х 


в. 
ры Ор с0$ 


. С 01)” ОЗ. 
... 10 ф соз 300 ‘воз 95 60501 ) х 


= 
х Яо — ОТ соз ве р < — 0 зп 300... бт о” Е 


(0 __ #00 $00 00 сор бы) 
о — № в у. Эн-ыф | 604 (18) 
Доказательство. Заметим предварительно, что нам доста- 
точно изучить композицию ядер лишь в том случае, когда 
52 (02 (21 
ЖА: = 0, 
В самом деле, разбивая интеграл в правой части (4) на сумму 
четырех слагаемых, соответствующих попарно произведениям 


== (02) (21 02 =—=(02) 7 (21 2 == (02) #(2 
К К $ (9 р К Ко 2. К! К 1) 


Кое (19) 


мы видим, что на основании оценок части | лишь последнее 
слагаемое будет содержать главный член. В остальных индексы 
регулярности р; и р. будут соответственно удовлетворять неравен- 
ствам 


в: > 2%, 22 >&, 


откуда и вытекает наше утверждение. 
Обозначим через Г, величину интеграла в правой части (4) до 
дифференцирования. Ядро Г может быть представлено в виде 


п--1 
—^ 


‚, (02 (21) > (02 0 0 2 
..} фобии 909, 
И; 9<«- 
[1 
02 02 22 р р) о 
неф, КОВ (МО оО уно, ата, ный 


Е(01)28 —_ (01) 
И, (20) 


(4 — 100): 


То я 928 
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где через Л обозначен, очевидно, интеграл по т,С,... , и, и пере- 
2 2 . 02 02 02 (21 21 21 
менные М“, #^; 3%)... АИ ‚ф’ 22 выражаются 
через т,С,..., „.с помощью формул (4), (30) и (33) части. Г. 
Для производных от Л нами была в части | установлена оценка 
типа 


т д” т | 
д1(9)** дб)... од®"® ое ° ООРь... ор" од(0Р» 


< № (1 109) при 109 >. (21) 
В настоящей работе мы дадим некоторое усиление этой оценки: 
Именно мы покажем, что при Г - О имеет место неравенство: 
д" 
ди(6)*° дз)" А д»(®)*" д=(01)в 990 и дз)" 9197 


= 


1 
012 | 
ря. до“ нов. [а 1) А — 


| а 


Для производных, не содержащих дифференцирования по 1), 
сохраняется оценка старого типа: 


(22) 


52] = ьз[ => 


д®Х 
° 1 г : о 1 Вит 
9:0)" дд,(0" ... даб0)"* од00Р° 0900в* .., др" 


9— (п+1)—Во 


Формула (22) была доказана в части [ работы. Переходим 
к доказательству формулы (23). 

Для доказательства нам нужно будет повторить все рассужде- 
ния части | с одним уточнением, с которого мы и начнем. Из самого 
хода рассуждений очевидно, что формула (40) первой части может 


быть заменена оценкой 
ть 

и) 1 т 

й < АЕ Е - з (24) 


д: оп(оТ 094010... ду” 


В соответствии с этим формула (42) части | может быть заменена 
также более точной: 
д°3(92) 
1 


1 
а. 25 
а т и 


Для оценки производных от ХТ, если мы будем следовать методу, 
изложенному в части 1, нам придется порознь оценивать произ- 
водные от п а и производные от $ (100) Ао. Эта оценка 
будет иметь вид: 

0^* К (02) ф (п) 
910 обо 040%... де" див 040... до 


аа аа", 06) 


5% 
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Для оценки значений, которые могут принимать в этой формуле 
показатели х, мы постараемся в наших предположениях получить 
более точные неравенства, чем неравенства части {[. 

Мы покажем, что первое из неравенств (45) для нашего случая 
будет верно в усиленной формулировке, если только &, > 0, и что 
эти неравенства можно переписать в виде: 


(0 (10) у 
>51 0 
и. (> ) 
хз>0 х,> х5 > (27) 
ха ка - Хз > ее 
1 
хо Г 2х3 ха = —_ ) 


Доказательству подлежит только первое из этих неравенств 
при =, > 0. 

Оценивая показатель при (1 — 100), мы вернемся к исследова- 
нию формулы, оценивающей производные от К“. Оценивая пока- 
затель при (1—0) в каждом из слагаемых правой части, мы 
разберем отдельно те слагаемые, где 8, >0, и те слагаемые, 
где В, =0. 

В тех слагаемых, где В, >0, показатель при (1 — ©) просто 


=- 2 
м К°) при > 3- не зависит 


равен бесконечности, так как Ф (1 
от 1). 
В тех же слагаемых, где В, =0, как легко проверить, показа- 


тели м „:.д» Могут принимать только нулевые значения. Собирая 
оценку всех тех слагаемых, где степень у (1—9) наинизшая 
(наибольшая по абсолютной величине), мы будем иметь 


м=шш[У(3— в). ее о]. (28) 


Если в =0, то для всех значений *: > 0 соответствующие 


степени жа .д» Могут принимать лишь нулевые значения. Поэтому 
для этого случая получится х, > 0. 
Если же =, >20, то учитывая в формуле (28) лишь те слагае- 


мые, где и. > 0, можем написать 


по] 
и по 1 
: 1 
Хх >= шт [ и Ая дн | р 
откуда, принимая ро внимание, что а получим для 
этого случая 
| 
= — 5 (29) 


что и требовалось доказать. 
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Все дальнейшее можно установить без труда. Аналогично рас- 
смотренному можно улучшить первое из неравенств (47) части 1. 
При этом мы будем иметь после всех рассуждений 


де о $ (122) 


==" 
— 


= (01) 0—0 2. (01) 1—9, „ (01) 2, (0)Во 2 (0)В в 
950 дт ... 9% да "1. Одо 


Ана, 69 


где показатели 11; в, в, м и % удовлетворяют системе неравенств: 


1 >‹1 
мы, О —& -0 ды НВ 
В иь >“ а, во 
ы 2 + "те. ) 


Благодаря этому можно добиться улучшения также и в оценке 
(48) части Г. Мы получим вместо нее 


=(02) & 
9 (Е КР $12) $ (пе) 
964 ото орон»... 040” 0140)^* да, ... дд" 


о ще ны м ИЕ х 
Зы о (32) 


ГДе Х:, Хо, Хз, Ха, Ч, 15, 13, м связаны неравенствами: 


в =—0 


— 


ны > вы 


[5—4 и 0. 


Ха хо жа ь  з > 2“ — (п — в, 


И ава (33) 
аж Е юз > а&— о. 
И и 
Л 
ха Е жа аа" ‚о + 2в- м . ) 


Улучшение формул (48) и (49) части | дает возможность сразу 
получить искомые формулы (22) и (23) с помощью простого по- 
вторения рассуждений, проведенных в части Г. 

После этих замечаний мы можем уже вернуться к оценке Г», 
и К. 

Производные от /., взятые по 2%, ..., х®, 1%, очевидно пред- 
ставляются в виде линейных комбинаций из производных от Гу 


по 29,..., 1%, 100, ..., 180, & или в виде линейных комбина- 
ций из`произвводных от 1% по 2(%,..., 20”. 10. 100... 
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В В О 


Пользуясь формулой 


т-+1 01 (01) 
Е | #0, 60, О, О, В, ря 
р и 
ы о 
О А И о (34) 
+1 \ 0:0] \ 020 2 
ди ь 


01) 
где все невыписанные члены содержат дифференцирование по 1 


1 (01) 
меньше чем т раз, мы видим, что ядро К отличается от 
Пт 
д 2 у 910) [2 в: 910 бп (35) 
и 91 ® ь дх®) 
до 2 


лишь такими слагаемыми, которые удовлетворяют условиям (12) 
и (13). 

Таким образом для доказательства леммы | достаточно дока- 
зать ее для выражения (35), откуда будет сразу следовать и спра- 
ведливость для К®О. 


(01) (0) 
Заметим теперь, что производные от " 


по 2 и #® имеют вид: 


ое а РИО ОО: 2000 9 
91) Е › 9401) — дт®® ` 92401) Е) 1@5 
= — зп 800... 310 309 0830. (36) 


Отсюда следует, что выражение (35) отличается от 
8150" (1+ 00) 


а,-аз+... с з+...-+ “поп 
а $0 ЛЬ, $1 300" ь а $00 х 
о > 
ь в. з в. п 
х эт 900 "05 300" 608300"... соз Ф00 "7 (37) 


лишь слагаемыми, удовлетворяющими условиям (12) и (13). 

В самом деле при дифференцировании Г» по ©) мы получим 
по формуле Лейбница либо такие члены, где Л дифференцируется 
по 1 и для которых (12) и (13) суть следствия (22) и (23), либо 
слагаемые, в которых дифференцируется полином от 1 вида 
(1-Е 105)°, либо, наконец, слагаемые, в которых дифференцируется 
1 —105)'. Только то из них не будет подходить под (12) м (13), 
в котором (1 — 101)» продифференцировано ровно $ раз- 

Для того чтобы завершить доказательство леммы 1, нам нужно 
установить, что выражение (37) является само ядром неизменяе- 
мого типа, и высчитать, чему равен его главный член; 


По == Л будет удовлетво= 


рять условиям (12) и (1 3) от т будет вытекать, что (37) 
ядро неизменяемого типа. 
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С этой целью заметим, что Л’ представимо в виде 


1 
о а ро (мо, 5%, 94 а ^у, $65... 92) ду. (38) 


Из формулы (38) все искомые оценки получаются непосред- 
ственно. 


4. Вычисление главной части Ко 


Сосчитаем теперь / | 01_,. Из формул (4), (30) и (33) части 1 


09 —4 аргументы М®,#® будут зависеть кроме 


м®, 19; М @, #0 только от суммы т4-(. Поэтому мы можем 
проинтегрировать по остальным переменным (,,... ‚ „ непосред- 
ственно. Очевидно 


следует, что при 1) 


—1 —1 
й я (а =) ат ы 
т а" С (< 0), 
Г 
№ 4$ =. 4: = Е (39) 
\ т-—1 п—1 
<ИЗо 1-1 п? [(1 а 


п —1 п—1 
Г 
| ( 2 
ибо при фиксированных (, и т область интегрирования есть просто 
1 


(п — 1)-мерный шар с радиусами, соответственно, [и Ч НЫ 
О 


и [(1—:)—&]”. 

Так как подинтегральная функция не зависит от т—(, то мы 
можем, введя в интеграл Л новые переменные интегрирования 
1 =т—06; 2» =т-- С, проинтегрировать по р:. Пределы интегри- 
рования будут при этом — 1 < р, <—1 и —1< р, <1. Принимая 


ны: 


во внимание, что т › МЫ будем отдельно интегрировать по 


области, где р | ©, <0, и по области, где 2, -- р» >0. Подсчитаем 
ядро, которое войдет после интегрирования по р». Так как 


—6, 1 


п-1 
| а" аы* 4: ив) (1 — р) * 4 = 
—1 В 


т-1 п—1 Иа 1 


= На-ытачые азы (фм 1= 


2 2 в 
ЕЕ" (40) 
то искомое ядро, как нетрудно проверить, будет 
(8—1)1 5 (01° 8—1 п 1 Е те-1 2\ 8—1 
в о рат =. Ч 
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Отсюда сразу вытекает формула для Ка 


+1 
Ко — = (= о у (91° ] Их 


57(02 0 0 02 02 2 02 
АСИ ® 1% 5 НЯ ух 


> 2 
х ты (М®, #0, 5‘ е к в г ое, о 425 Хх 


©. 


(01)... На о (01)9% 


Хэш 91 ... зтф соз 3°0”*... соз феття : (42) 


Заметим теперь, что при © =1 формулы (30) и (33} части [ дают: 


Е(01) (0 т 
в“ 19 = —И+ю). (3) 


2 
и == И | —® = 


т 62); И 


Отсюда получим: 


(21) 02 01 21 02 
$ — 3‘ )— 3 ). Ф' =‘ о. (44) 
Кроме того, очевидно: 
10 +9 — 09 в И — вы) 
аб 
01 (45) 
(2) 0 — #20 5 (А ра) 
к —| В. 
2 
Отсюда получим окончательно: 
52 (01) (0) ,(0). 01 0 0 
КОМ а, Во 
а 
т $—1 (01) 2\8—1 
= (5) & | (1 — 22) х 
= 
> (01) 
537 (02) (0) ,(0). 3(01 о =) 
и в. 
2 (21 0 
хк' (= 1 соз 300, 2% — 09 ут 309 соз ак 
0 . 
до — 00 0800... в 300 вов о а 
(01) 
0 6 (1 ЯР р ) . 8+... 
а 962, ее р» 1 у АНЯ 
. ав : - 
вар Тов аО ›. бово о (46) 


Формула (46) и дает искомую главную часть ядра Х 


5. Композиция двух интегродифференциальных операций 


Пусть Я, и %, две интегродифференциальные операции рассма- 
триваемого типа: 
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®-+1 
—— 


| 
®/ = | Ув | О К; М1) х 
0о< КО <{®) —,„(01) . 
РМ, 0). амМ® ак 
от да)» . 
) 


(47) 


п-1 


2 0 0 р 
9./ = и 
0о<КО < 0) „(01 


х М, ®) пу о 


Ро Фъ 
о 


Пусть индексы р) > 0, 2? >0, 257 = =0, и те ядра, которые 
умножаются на производные порядка 5, суть ядра неизменяемого 
типа. — 

Обозначим через %,} и будем называть главной частью опера- 
ции ®, такую операцию, которая получается выбрасыванием всех 
ядер с положительным р, и заменой остальных через их главные 
части. Иными словами, пусть 


т-+1 
—ы— 
* —= 8 (1) ,(1) 
о Ко О ам, 


д (0Р° дж)” 
0о< К < Кб) —„(01) п 
п®-+1 


—— 
$:} = Е 


ДД ... дж 


(48) 


0< 0 < К, (00) 


Пусть, кроме того, о, =%,, 9% = 9,. Составим произве- 
дение операций 8,3, = ®.. Предполагая, как всегда, что } уничто- 
жается вместе с достаточным количеством производных при & = 0, 
мы будем иметь .после выкладок, аналогичных тем, которые были 


проведены в части Г, 
т-1 


др 
®.%./ = т й И ы (М<®, ©. м, м в 
0о< 2) < К0)—„(02) 
п-1 
2 я 2 2 1 й 
х ро ИИ ох 
0<1() < (2) (21) 


х 94, 12) у у ам д — 
д14)9*... дх()9» | 
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к т | У 9749-21; (М@, 10) с [Е ый >. 


ди) Ро +9» — о дер" 9 №ъ Ао ... Ал 
0< К < К), (01) ми. 


[ р 
0 0). 2 2) 
х | мы К мы М‘ ь ) х 
КИ) +. (21) < (2). < К), (02). 


^® (М®, 1); 29, 100, уе, 99) 


Чо... ы (2) 1,2) | (0 1+) 
те 9:(2)*° др.) од) ее | и - (49) 
есь 


Интегрируя по частям в наружном интеграле (49), легко до- 
бьемся того, чтобы понизить порядок производных от } в операции 
3: до $ или даже ниже. Соберем теперь главную часть опера- 
ции ®:. Это можно сделать различными способами. Остановимся 
на каком-либо одном из них. Пусть, например, производная 


923 } 
аира озауРья 


интегрируется по частям так, чтобы в результате получилась 


д°} 
д 9* дж... дд 9 


Тогда, обозначая 


п-+1 
—— 


Ох 
© 


(01) (3) (0) „(0). (1) ‚(1 
ок а = 


сек ко То" 


$ 


д} (1) (1) « 
ИТ ах: ... ати а”, (50) 
95 


и принимая во внимание, что с(г а || =1, мы получим для 


ядра КР. ...а. Выражение 
А а м з аа ТТИ ый ооо} 
Ро+...НРи=з 
ь +1 


—1 


>7(1 
х В оао 0°9, = = (01) (1 в) х 


х ыы © — {09 соз900,__. (1 :: ы) Чо. (51) 
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6. Резольвента интегродифференциального уравнения 
Рассмотрим теперь уравнения 


. и=}- Зи, . (52) 


где } обращается в нуль нужным образом при #=0. Попробуем 
искать решение этого уравнения в виде 


и=е- ь, {53) 
где @5 — некоторая новая интегродифференциальная операция, ко- 


торую мы определим позднее. Подставляя (53) в (52), мы видим, 
что формула эта дает решение уравнения (52), если 


о -- бо =} -- З5-- Я6ь, (54) 


иными словами, если функция © есть решение интегродифферен- 
циального уравнения 


=] (8 — ©) ъь. [(55) 


Если выбрать операцию ® таким образом, чтобы 


$ ©6196 =0, (56) 


т. е. чтобы главная часть операции, стоящей в правой части (55), 
уничтоэкалась, то уравнение (55) будет разрешимо по методу по- 
следовательных приближений, как это доказано в части 1 настоя- 
щего исследования. 

Операцию @© мы будем называть резольвентой уравнения (52). 

На основании предыдущего параграфа условие (56) будет пред- 
ставлять с0бою систему обыкновенных интегральных (не интегро- 
дифференциальных) уравнений для определения главной части ядер 
резольвенты @. Эта система, как мы сейчас докажем, разрешима 
по методу последовательных приближений и имеет единственное 
решение. Подставляя затем это значение @© в уравнение (55), мы 
найдем о и построим таким образом решение исходного интегро- 
дифференциального уравнения (52). 

Можно доказать и единственность такого решения. В самом 
деле, пусть и какое-нибудь решение (52). Подставляя это решение 
в (53), мы получим новое уравнение для определения о, которое 
по доказанному разрегшимо. Следовательно, всякое решение (52) 
представимо в виде (53) с какой-либо ©. Но так как о из (55) 
определяется единственным образом, то и решение (52) также 
единственно. Результат этот удобно формулировать в виде теоремы; 

ТЕОРЕМА. Уравнение (52) для ядер неизменяемого типа при 
2.=0 разрешимо и имеет единственное решение. 

Для доказательства теоремы нам нужно еще только установить 


* 
разрешимость уравнения (56) относительно ядер © и доказать, что 
полученные ядра будут удовлетворять условию (11). К доказательз 
ству этих утверждений мы и переходим. 
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х 
Пусть операция © имеет вид 


в-1 
— 


* 
(0) ,(0). #(01) 3(01) © 
ры | т | и 71 3 & ‚9: 2.9552) \ 7) (1 йо 
0<КО< К, (01) 
9°} 


ЧМ 4. 
94°... дз" 


Для определения каждого из ядер Г,,...„„ мы получим из (56) 
интегральное уравнение 


0) 0). »(01) 01 01 
Тв, серы СИ ве 
Я (0) 0). #(01) 01) 01 
=Я ИМО 


> Ч. 3ы@ . Ч Ч 
-- р зат 900 “оао О еов Те Ве 


Чо+...+9%=$ 
1 
—1 
(01) 9—1 БР Й А 
... 608 Ф Е ( —52,) 
ы И 


ты (01) 
> 0. 305, (01) 66 (1—2) 
реком 7 Роу а —— х 


хх уек (ионов ао, роса ери 


Метод последовательных приближений дает для решения этого 
уравнения ряд 


т 0 0 01 01 01 
И 
со 
(0) (©), (01 01 2 
-5 я (м о (58) 
где 
Рь.. гл — Кар... рн? 
и 
м . Чё... . 
РО — ры зш $00 оо 
Чо-...+9в=5 
+1 
(8—1 
(01)9и—1 м 2 5—1 
- 608 ф ыы. ев 
—% 


те ©), (©. 7 (9). 5 о | а 
ХР... ме Е 605 ры д’ ми $09 60$ 32, 5 
м 


о ар ре 
вх ый оо. 305, а 9, = ( =) р». (59) 


“ 
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Покажем сходимость этого ряда. Мы установим, что 


Е п—1 
^ Е(01) С 


0 а (60) 


где и- число, входившее в формулы (7), (8) и (9), а С—не- 
которая постоянная. 

Предположим оценку (60) установленной для некоторого п; 
установим ее для (п--1). Будем иметь 


т 
пеар [ иен бах 
я 
= Е (01) (1 Е 0») 79.—8 
и (64) 


или 


(01) (+1) «—$ и 


0 


р = | (1 — р)" "(1 ра)" ара= 


«РА 


| (па. @— 
ы СтЕ(1) п 8 Г (в) Г (па) =" оо о 8 
Г (п) Га) ^^ Та) ° 


У. ТЕЖ 


Из сходимости ряда 


со 

Е” 
Х те) (62) 
®=1 
при всех положительных р вытекает абсолютная сходимость (58) 
и. следовательно, существование у (57) решения, удовлетворяю- 


) 
щего условию 


А (63) 


Нам остается доказать, что производные от Г,....р» Удовлетво- 
ряют условию (12). 

Доказательство этого предложения элементарно. Достаточно, 
папример, просто продифференцировать формулу (59), дающую вы- 
ражения для 2) „. После этого мы получим рекуррентные оценки 
для производных от Р" т„, из которых следует равномерная сх9- 
димость ряда из производных от (58) вместе с искомой форму- 
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лой (12). Наметим основные черты этого доказательства. Дифферен- 
цирование (59) дает 


отр@®-+1) 


ы Г Ро---Юъ = 
2400)" бо)... 0х0" В" 0401. ов" орви 


1 


-- 
= | Хоа“ х 
= 


9РК 


0). 3 (0 0 01) -(01) (1—2) 
м. 9); $60, .., 300, #05, 5 ва) 


Б) 


— 


х 


й Ее = т И у У 
о 1 —2 п—1 
ди) ° дж(® *... дж)" 0-9 °` 0000 *... 00.09” `д9@9 


да В, ( 240 зи (оо (Е — а) соз 3000, +0 в $004) соз 8400. 


_ 9е(9)°° 0ж(9)°* ... дж)» ве 


‚© — 560 = 62) 1 300. зш 00, ® — =00 С. = 9»). 


7 


- (01) 
д=( ) 


360, _.,800,, 2@0, 09 и) 


ы (01) (01) „ (01) 
(01) Ра (01)ба— Р(8: ,...,б-,$ )@рь (64) 
9 ... дф 


где Р — некоторые тригонометрические полиномы от 3°9,..., 9®%, 
уточнять которые нет надобности, а С — некоторые постоянные. 
Суммирование распространяется на конечное число слагаемых, 
в которых показатели х,, х›, хз и порядки дифференцирования 
подинтегральных функций связаны соотношениями;: 


а ж = 5-1 0 — В, 1 (65) 
Хз > в — 08—11, № 0 < В. ] 


Мы докажем с помощью полной индукции, что производные от Р 
удовлетворяют неравенству 


Эгер” су 


0 > 
м 4 и Де еек 66 
91" бу”... дд)" оео® . дров ых Г (п- а”) 


где А — некоторая постоянная. Индукцию мы будем проводить 
как по порядку дифференцирования по &°, так и по всем 
остальным. 

Пусть это неравенство установлено для всех производных 
порядка Гот Р®, в которых порядок дифференцирования по ры 
не превосходит В, —1, и для всех производных от Р"-? порядка 1, 
в которых порядок дифференцирования по 8 равен Ву. 


ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УР-НИЙ 79 


Замечая, что при этом в подинтегральном выражении (64) 
стоят лишь слагаемые, величина которых оценена с помощью (66), 
и подетавляя эту оценку в (64), будем иметь: 


дтр(@и-+п) 


= 
9440"... ддт о... ОР" орюВ"- 


+1 

АТМ К ^ (01): +%—3—1о па 

= Г (па) Пр х 
—1 


Е АН ИЕ г 42. < 
мии 
АТМ (01) (®-Е1) <—8—8ь х-9—$—Уо хз 79 —5—Рь 
9 У[а-») м 
—1 

< А"ЕМ робноя-ь-в у Гафт ОГ фр) 
О] > Г (жж — 2$ — 0—0 + (п + 1) « +2) 

и так как 


Г (хо + хз — 10—20 + (п +1) «— 25) >Г((п + а) 


и 
Ти + па — + 1) =Т(па), 
то 
т ри) “ТГ п (01) (И) а—$—Во 
9 Ру... ры = А", м. 
=(01)Во и 
Е, Га 


тд. 


Тем самым установлено существование решения у (5) и покг 
зано, каким способом это решение строится. Практически нет 
надобности непременно брать Г в виде Г.Ф (109). Очевиднс, 
что вместо такого Г можно брать любое ядро с той же главной 
частью. 


7. Уравнения с нечетным числом независимых переменных и метод 
спуска (подъема) 


Теорию решения интегродифференциальных уравнений с индек- 
сом 6 =0 для случая, когда п число четное, [можно было бы 
развить таким же способом, как это было сделано для п нечет- 
ного. Однако мы предпочтем здесь применить другой прием, при- 
надлежащий Адамару и известный под названием метода спуска. 

Рассмотрим интегродифференциальное уравнение с п 1 неза- 


0 0 0 0 


т®-1 
—— 
е 
— | а | 2 ет (М®, ©, М, #0) х 
0< 19) < К ро... рп 
р 
я. ам ф%. (67) 


0 р 1) 9 
а де 
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Пусть все показатели |4р,...,„ Этого уравнения будут удовлетво- 


рять неравенству 
| 1 
Е С 
Рассмотрим пространство (п-2) измерений с координатами 


*% 
9, 11 ,....2и,й; точку этого пространства будем обозначать М, Е, 
и построим в этом пространстве уравнение 


НЯ * 
и (М, 0) = (М®, °) + 


т-1 
2 ре (м®, #0). м, #1) 
ы | < | Ро-.-Ри 2 и (#40) == 14)? ЕО 
оЗКоЗ Котов) 
ОР (1) /(1) т 
С о (68) 


оиОРь дк 


Нетрудно убедиться в справедливости следующего положения: 
ЛЕММА И. Все решения (67) удовлетворяют также уравнению 
(68). 
В самом деле, пользуясь тем, что в уравнении (68), после 
подстановки туда функции &(М®а®, подинтегральная функция 
не зависит от у® и у, мы можем выполнить интегрирование 


по у”, и так как 


ау = 2У (®— о 
ОКО Ко 

то мы получим сразу искомое утверждение. 

Мы доказали одновременно, что решения уравнения (68), 
не зависящие от у, удовлетворяют также (67). 

Докажем еще одно утверждение. 

ЛЕММА ПТ. Индексы регулярности у обоих уравнений (67) 
и (68) совпадают. 

Эта лемма вытекает из того, что в уравнении (68) все первые 


показатели ядер К,,... Уменьшились на единицу, а вторые 
1 
на 5 


Пользуясь этим, мы можем всегда заменить данное уравнение 
(67) при четном п другим уравнением (68) с четным числом неза- 
висимых переменных, для которого разрешимость установлена. 
Легко проверить непосредственно, что решение уравнения (68) 
с четным п не будет зависеть от у. Это вытекает из анализа реше- 
ния таких уравнений, полученного выше, и из единственности 
такого решения. 


8. Уравнения © индекеом регулярноети 2, =0 


Нами было показано, как решать уравнения с первым индексом 
регулярности 0, > 0. Мы дадим сейчас пример того, что уравне- 
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ния, у которых индекс р, =0, могут не иметь никаких решений 
или иметь их бесчисленное множество. 
0) (0 
Пусть ® (М`,”, { °) некоторая функция переменной точки М: ь, 


имеющая достаточное количество непрерывных производных. 
Допустим также, что 


д-р Ра 
—=0 (69 
(К а.» ПР ) 
91 ду а де) с 1) =0 
при: Х=-01» 
0 0 
Рассмотрим функцию переменных т % Е т и г р ово р 0: 


кие и о 
[9] =# (#7, 2 +в, @(® Ее № (В. 0 


Очевидно 
вы % УТ $ 
до +" а о! р 
я АИ н 
х а че | с - (уе |° (71) 
01 о 
Очевидно также, что при условии (69) 
о) 
й р СГ (0 — а) 
№(М®, 10) — ео — о в рим 
БУ у! 


0 


Умножим обе части (72) на функцию 


2 
обращающуюся в нуль со всеми производными при Ус: ==. 
2 
и проинтегрируем по &,,.... в» по шару а: = 1. 
Будем иметь: 


И 


п+1 Ха 
а ЕЯ 1 
= а аа п) 
Ом у! 
=” 
Хоа 


т 
г = 


Заменяя в последнем интеграле переменные, полагая х 
0 0 
а!” - и” — 10), будем иметь 


З] 
Че би — [79 — о) ах ое ат. (74) 


При этом область интегрирования переходит в конус 


че (15) 
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9] 
Заменяя нетееы “ТО выражением (71), будем иметь: 
01 
т-1 
——_ 
0) , (0) 
Ме | Вых 
Ки 
+1 (1) (1) й 
ОТ (М, 1 Н Мак? = 4, (76) 
90° паз" 
где через Кр....р» обозначено 
№ 
- НЫ (6 ду 
Кр... вв = Рог... р! — ых 
< ОЕ 
= (01° 


х ОЕ пы” див 


(77) 
Очевидно, что первый индекс регулярности операции, стоящей 
в правой части (76), будет равен 


Я а и Второй индекс 


2 
1.01) 


(01)? _ (01) 
Ц» = + < в виду наличия множителя е” т 


Рассматривая (76) как интегродифференциальное уравнение 
для определения 9%, мы видим, что это уравнение имеет бесчислен- 
ное множество решений, так как ему удовлетворяет любая функ- 
ция %, подчиненная условию (69). 

Рассматривая теперь уравнение 

# =} %%, (78) 
где | обращается в нуль при Ё=0 с достаточным количеством 
производных, видим, что это уравнение не может иметь никаких 


решений, ибо для любого решения такого уравнения должно быть 
® = @®, что противоречит (78). 


9. Уравнения с отрицательным индекеом о. 


Рассмотрим еще один пример интегродифференциального уравне- 
ния, не имеющего решения. Пусть и = 1 и неизвестная функция и 
удовлетворяет уравнению 

„(0) ,(0) (0) 0) 
ее 
” | (1) „(1) 
0 О 
ы К (< ›, #9; @, (о) ( да до Е 
да) 
0< #2 < Е | хх) 


0 0) 
= На — 1) + 
ы 90 
+ О 


с аа 
ОКО К 


ааа к19) 
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где ядро К (&9, &°7) определяется формулой 


4)? ) 
# ИЕ Е 1 2 
(ОР д)? 47 (Ее Ко) "тт ф Г 1 Зи | | 
(01 9. ний |5 9 ЕЮ. 
К, = ааа У (80) 
Ато, | 
0 ОЕ РА) о. } 


где т — некоторое целое число, а А и 0 мы фиксируем позднее. 
Это ядро, очевидно, дифференцируемо неограниченное количество 


1 
раз и имеет показатели А = хи ц=1—1— >; и, следовательно, 


1 
индексы р = © и = — =. 


Мы докажем, что 

При надлежащем выборе „остоянных А и 9, какова бы ни была 
функция }, дифференцируемая конечное число раз, уравнение (79) 
не будет иметь решения в полосе 0 < 1® < Е, где в — сколь угодно 
малое положительное число. 

К этому уравнению можно, очевидно, непосредственно приме- 
нить метод подъема и переделать его в уравнение с большим чис- 
лом независимых переменных. При этом, как мы доказали 
в $5, индексы регулярности остаются неизменными. 

Отсюда ясно, что число переменных роли вообще не играет 
и что ни при каком числе независимых переменных результаты, 
полученные нами выше, не могут быть существенно улучшены, 
если не сделать каких-либо новых предположений о характере 
изучаемых уравнений. 

Решение уравнения (79), благодаря свойствам ядра, непосред- 
ственно определяется в каждом из промежутков 


(Ата) (81) 


если только извегтны значения неизвестной функции в предыдущих 
промежутках. Это вытекает из того, что при 


20 = (5-24) 8) 
интегрирование в правой части будет совершаться лишь в области 
64 
В промежутке 0 = {®% < (А— 0) по той же причине 
К. (82) 


Рассмотрим теперь систему промежутков в, определенных нера- 
ренствами 


2-Я =: = КА. 
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—— 


ЕО 
Число этих промежутков будет, очевидно, равно [75] = 


а *. будет 
5 А 
сколь угодно велико. Мы докажем, что 

В каждом из промемеутков а: решение уравнения (19) зависит 
только от разности х® — 1%. | 

В самом деле, если #® лежит в промежутке а:;, то интегри- 


рование в правой части (79) совершается лишь по области, где 


= Е -- 5] и при надлежащем выборе отношения 


О АЕ = 10 < +09. (А— 5), (83) 


и, следовательно, только по области, где Е” 


принадлежит &,_1 

Положим теперь, что наше утверждение справедливо для про- 
межутка а;_, и пусть в промежутке о;_, функция и равна 
И о. Определяя теперь значение и в промежутке 0%, 


будем иметь: 
и (2. #®) = (® ‚в #®) ки 


ди (2 ео 


прееей 2 пани ВЛ ЯР 


ЕО < 


Е НЫ ое 35) 
дх 
1 


Ао АТО 


Заменяя в последнем интеграле переменные интегрирования хо 


и о через 26 и и. получим: 


9’ и: _1 (2 — 9 + 0 — Е) 


ЕО и, 
от | эн 


2(01) 7е(01) 
РО а "4% °. (85) 


Так как правая часть (85) зависит только от х® — #®, то и левая 
часть зависит только от х® — {® 
ждение. 

Вместе с этим мы получаем для и; (&) уравнених 


ил (8) = 1 (8) + 


аи: и 
+ | к а О ео. (80) 


› Что и доказывает наше утвер- 


Е о 
( 
ПХ р» 


Для удобства всего дальнейшего мы будем считать интегрирова- 

ыы в правой части распространенным на все полупространство 
01 (01) 

& >Я и будем считать ядро тождественно равным нулю при 


В 


а 5, (87) 
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Ядро останется при этом непрерывным со всеми производными, 


и мы получаем 
; и: (&) = 1 (9) + 
. ди, (6-Е — 600 
О оао. (88) 


ей 
50 00 > 0 
Введем в этот интеграл новые переменные, полагая 9 = & — 
— 7 и интегрируя по &°). Получим 
ы + со 
ДЕЛЬТУ 
—1 / 01 01 01 
(ГО | ны (| К (5, 9—1) а. 
; —со 


т>0 
Обозначая 
+ со 
| К (6, 6—1) 48? = К(й), 
получим 
, [ О’ и (+1) 
и (9 = + | К— т 4% (89) 


0 
Рассмотрим основные свойства ядра К (1). 
1° Ядро К (1) имеет неограниченно много непрерывных произ- 


водных при 1 > 0. 
2 При 1 >2(А-Э) 


Это вытекает из того, что при 1 > 2(А 


-- 5) мы имеем 


( =(01) А 5 
2 (01) 0 <А- 
>А-- 0, либо | 09 2 (А 8) 


и, следовательно, либо & 


и Ве > 0, откуда К =0 в силу (87). 
- (А— 5) ядро К представляется 


3° В промежутке 91-5 


в виде 
1 
а 
К (1) =*ж "т, (91) 
где 
ре 
х= | ее” 41. (92) 


[2 


В самом деле, при ч<—(А-—8) мы будем иметь & — &° < 
э 
= = (А —5) и, следовательно, при всяком значении 20 ив проме- 
жутка А—6=< ое) = А+ 6 будет: 
2 С 1 
А — 54-8) или „- ее». 
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Отсюда следует, что 
01) 
рый т = — м 
20) 7..3 2 ЕО. Зи” 
0 й 


Но при этом из формулы (80) в силу определения фувкции Ф 
вытекает 


(000 А)? ь 
ры 


01 01 (от) А) =” р 
К (Е), 09) = ® о” (93) 


) 


откуда сразу получим искомые формулы (91) и (92). 
Интегрируем теперь в уравнении (89) по частям слагаемое, 
содержащее К (1). Будем иметь: 
г ди;_1(Е-+ 1) 
м (= | М4, (94) 
0 
где ядро М(1): а) имеет непрерывные производные при 1 > 0, 
Ь) не в нуль при \>2(А- 5), с) в промежутке 0 < у =< 


== (А — 8) обращается в функцию С\ т, где С— некоторая посто- 


янная. 
Найдем теперь выражение и; и (&) через и; (&). Будем иметь: 
т 
—— 


и" 9 =Л®Н |... | М9 М)... (вы) х 
0 0 
ое И Чт. (95) 
5 


Вводя в интеграл (95) новые переменные интегрирования 
и полагая 
Ча 12 = фз, ... Ш... Н = 
получим: 
=- - 
—_ № — фи 5] м (фи — фи) 


Изт ($ + о 9" и; 

0 

ф» 

муфт) МФ) 46. = 
0 


р Е т 
а 
0 - 


2 (хт) афт .. (96) 
Изучим свойства ядра 7(ф„). Мы докажем, что 

10 ядро # (фт) имеет неограниченное количество производных 
при т > 0, 

2° ядро 2 (фт) обращается в нуль при фи >т(АЖЬ), 
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3° ядро 2(фт) выражается формулой 2($т) = Сфт ' при 


1 с | 
= т (А— 5), где С — некоторая постоянная. 


: 


Для доказательства этого положения превратим наш интеграл 
в интеграл с постоянными пределами. Пусть 


фа = Ф2Х1, Ф2 = ФзХ», -.-, Фи-1= Фиут-ь 


фФт-2 = фт /т-1 та ---› фт = фт т-1Ут-а, -- Ха. 
Получим 
1 1 


2 (фт) = \ ... \ М (Фт (1 — ш-1)) М (фт (Хт-1 — Хт-1Хт-2)) ... 


о о 
М (фт (Хт-1Хт-2 --- (2 — Хт-1Хт-а --- Х1)) Х 
хо. (97) 


Утверждение 1° вытекает из возможности дифференцирования 
этого интеграла по параметру, 2° следует из того, что при фи > 
>т(А- 8) по крайней мере ‚одно из выражений (ф;—Ф;_1),..., 
(ф. —11) и 1: будет больше (А -{- 5), отчего соответствующий мно- 
житель обратится в нуль. 

Вот, утверждение 3° немедленно вытекает из того, что, 


при == (А—5), 2 (т) представляется просто в виде 


1 1 1 


2 (фи) =$® 5 | цих \ и 
0 0 


Х (Хм-1 — Хт-аЙт-2) ".-- Дт. (98) 


Интегрируя теперь по частям т раз уравнение (96), будем 
иметь: 


пе (8) = (О + ош (Е), 
0 


где О (1) обладает свойствами: а) О (1) имеет все непрерывные 
1 с 
производные, Ъ) © (1) обращается в нуль при = (4—0 и при 


> т(А-Ь. 

Пользуясь формулой (99) и определяя и;т(&) через и; (8), 
мы видим, что каждая следующая функция и; + (5) имеет на одну 
производную меньше, чем и: (&). Если } (&) дифференцируется-конеч- 
ное число раз, то и; (&) дафференцируется также лишь конечное 
число раз, и, следовательно, при достаточно большом А функция 


и1+^т (&) не будет существовать. 
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С 

Выбирая > столь малым, чтобы число промежутков в; было 
больше А, а затем А настолько малым, чтобы все эти промежутки 
помещались в полосе О<#=<е; мы видим, что уравнение (79) 
не будет иметь решения в этой полосе, что и требовалось дока- 
зать. 


10. Некоторые замечания по поводу обобщений метода 


Мы рассматриваем в настоящей работе такие интегродиффе- 
ренциальные уравнения, в которых переменная область интегри- 
рования является прямым конусом с постоянным углом раство- 
рения. В приложениях, однако, встречается ряд уравнений, 
в которых эта область не будет строго конической. Это обстоятель- 
ство может оказать самое решающее влияние на все результаты. 
Не имея здесь места для того, чтобы останавливаться на этом 
вопросе более детально, мы отметим все же некоторые особен- 
ности, которые могут при этом встретиться. 

Пусть область в пространстве В О которой про- 
исходит интегрирование, есть ра -рщаи Введем понятие 
о сопряженных областях. Мы будем называть переменную область 
ур: ао. 1) в пространстве оби д зависящую от точки 
2... х®, и состоящую из тех точек М Для которых 
М® :® попадает в р(М®, в. областью, сопряженной с Д. 
Рассмотрим теперь тело Ре н., КОЛО а Я получен- 
ное пересечением областей р(М®, 2) и рем” г Объем этого 
тела Р(М®, +%; М®, 1?) уничтожается, если области РФ и Д* 
не имеют общих точек. Число абсолютно интегрируемых производ- 
ных у функции Р(М®, 1%; М® 1%) мы назовем индексом интегро- 
дифференциального уравнения. 

Если порядок дифференцирования старшей из производных, 
входящих в уравнение, меньше индекса уравнения, то оно в боль- 
шом количестве случаев оказывается разрешимым по методу после- 
довательных приближений. 

Если этот порядок равен индрксу уравнения, то для решения его 
иногда удается воспользоваться особым приемом, вроде того, кото- 
рый использован нами во второй части настоящего исследования. 
Уравнения, в которых индекс меньше, чем порядок старшей произ- 
водной, представляют вообще значительные особенности. 


Заметим, что индекс уравнений, рассмотренных нами, был 


п-- 1 - 
т В случае, который имеет место в теории краевых задач 


вх п, 
математической физики, этот индекс равен —- | 1. 


2 
К этому вопросу мы еще вернемся впоследствии в одной 
из следующих статей. 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. АЕ ХТ. 1937: 


ЗОВ ОМЕ СГАЗЗЕ РЕЗ ВООАТ!ОМ$ ИМТЕСВОРТЕЕЕВВЕМТГЕГЛ.ЕЗ. 89 


[а 
$. БОВОГЕЕЕ. 50В ОМЕ СТГАЗЗЕ ОЕЗ ЕООАТТОМ$ ТИТЕСВОТЕЕЕ- 
ВЕХМТТЕМ.Е$ А РГОЗТЕОВ$ УАВТАВГЕ$ ТМОЕРЕХРАКТЕ$ 


ВЕЗОМЕ 
Оп сопззАте 1ез вала опз пибогоа гене ез 
и =/- Зи, (1) 
ой 
и 


и \ а \ УК». (М®, О М®, 16) х 


о Ко < К° „р 


—® бо... ах д (2) 
91° ож"... дх)Рв 
аих 11491сез 
21 —- 0, 62 = 0. (3) 


(Уотг Па 1-6ге рагые 4е се шбтоше *.) 
Оп зиррозе ие р<$= [7] . 
Ропг п ппраше оп зиррозе 4’аШеигз фие сваЧие поуац и 
рог 1едие] ру -|... + ри=$ решё &те аёсотароз6 еп зотше 
А зрЖеЕ Каан Кр... рн (4) 


. 2 ь 
ой К(1) роте 109 > 3 пе 46реп4 раз 4е 0 


Эк (20), Е 2(®, #(0). а 11), $01) А о. (01) 


(р, ... ри от = () 
$ (5) 


р. 
100 = — 
(и ый 


её 1ез поуаих Кор... р 00% 1е5 ргорг16 66 зиуашез: 
ва 


бо 9 Горёгамоп 4и’оп оБмепь 4е ® еп гетр]асать свадие 
В раг А её еп еМасапф {03 ]ез поуаих и рог 
Ро-|-... ЕР < 5. 

$ зой аАце1Та рагые ргше1райе де 1’орёгашоп ®. А1огз 1ез Гопсолз 
Кор...» 300% 4е а зоме дие ’орбгаймоп ®— За ГРлаюе рё >.0. 

Роиг гбёзоиаге 1’6лаоп (1) оп спегсве 4’аБога 1’орбгамоп @ 
4е 1еПе Г{асоп дие 


@=9-96. (6) 
Оп реш ваБИг ие ’6ацамоп (6) регтефь 4е 1топуег сеце 


орёгамоп @ аи шоуеп @4е Та гёзо]амоп 4’ип зуз ше а’64иа оп 
1146 0та]ез. 


* ВиПейп 4е 1’Ас. Бс1. 4е 1'0В$$, З6е ша{\теш., 1937, № 4. 
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$1 поиз сБегсвопз и дапз 1’азресё 
и=е- Фе (7) 
поиз аигопз ропг © 1’6дчайоп 
2 95 =] Зе + ®6е. (8) 


Стасе & (8) семе валаймоп реш &те гёзоше аи шоуеп 4ез 
арргохипамопз зиссеззлуез. 

Оп 4оппе 4еих ехашр!ез 4и1 потитепь дие 1ез 6диа1оптз 1п4есго- 
д 1егепиеПез & Гшаюе 5 =0 оц 2.<0 еп &6п6гайе п’опф раз 4е 
зоаоп. 
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С1аззе 4ез зс1епсез: Отделение математических 
п: аретаИдиез е\ф пафиге!ез и естественных наук 


Д. А. РАЙКОВ 


0 РАЗЛОЖЕНИИ ЗАКОНОВ ГАУССА И ПУАССОНА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Работа посвящена доказательству ряда результатов, относя- 
щихся к новой отрасли теории вероятностей, называемой ариф- 
метикой законов распределения. 


Введение 


Как известно, закон или функция распределения Р (5) случайной 
величины Х определяется как вёроятность того, что Х не превос- 
ходит х. Ё(х)— неубывающая функция, определенная на всей 
прямой — < < д < со, непрерывная справа и подчиненная условию 
Е (х)->0 при х->= — © и Е(5) > 1 при х-> -+- ©. Как это обыч- 
но принято, условие непрерывности справа мы отбросим и 
будем считать две функции, удовлетворяющие остальным пере- 
численным условиям, представляющими один и тот же закон 
распределения, если они совпадают во всех своих точках непре- 
рывности. Если Х, и Х,— независимые случайные величины, 
распределенные, соответственно, по законам Ё, (1) и Ё. (5х), то их 
сумма Х =Х,- Х, распределена по закону Р (7), получающемуся 
из ЕР, (2) и Е.(х) путем «свертывания» или компонирования: 


Р(в) = ( Р(=—у) а, (у) = \ Е, (2 — у) а, (9). 


Е(х) называется композицией Г, (5) и Р. (5х); пишут 
Е (5) =Е, (5х) * Е» (1) = Е» (1) * Е: (2). 


Е, (5) и Е,(1) называются компонентами ГР (5). 

Предметом арифметики законов распределения является изуче- 
ние операции компонирования этих законов. 

Мы видели, что операция компонирования коммутативна. Не- 
трудно убедиться также в том, что она ассоциативна: 


[Е (2) + Е. (2)] * Е5 (2) = Е, (2) * [Е (2) * Ез(5х)] = 
: = А, (14) + Е, (2) * Е. (1). 
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Роль единицы относительно этой операции играет функция = (5), 
равная нулю при х < 0, равная единице при х > 0 и принимаю- 
щая произвольное значение от 0 до 1 при х=0; роль делителей 
единицы играют функции = (х— 4), «20. Действительно, для всех 
вещественных & и всех Ё (5) 


Е (2) = Е(е а) хе (1— а), (0 


так что $(х—@а) являются компонентами любого закона распре- 
деления (в частности закона :(5)); с другой стороны, никаких 
других компонент, кроме законов того же вида = (х — 9.), они, как 
легко видеть, содержать не могут. Мы будем называть = (2 — @) 
единичными законами распределения. Разложения (1) закона 
Е(х), равно как и входящие в него компоненты Р(х-+ д) и 
Е (х— 9.) (20), мы будем называть несобственными. Вася- 
кое разложение ЁР(х), не являющееся несобственным, мы будем 
называть собственным. Если Ё(х) имеет собственные разложе- 
ния, то она называется разложимой, в противном случае — 
неразложимой, или простой. Функции Ё(х) и Е (ха), 
получающиеся друг из друга посредством смещения переменной 
(или, что то же, посредством компонирования с единичной функ- 
цией), мы будем называть эквивалентными. Типом 
функции К(х) мы будем называть совокупность всех функций 


х—а ` 
Е( ), где с = 0, &_0: случаю с=0 будут соответствовать 


единичные законы : (5х — 9). 

Если случайная величина Х распределена по закону Ё(=), 
то —Х распределена по закону 1— Е (—95). Мы будем называть 
| _Е(—9) законом, сопряженным с Ё(5), и обозначать его 
через Ё(т). Нетрудно проверить, что имеют место соотношения 
ЕР (2) =Е(х) и Е, (1) « Р. (2) = Е, (2) *« Е,(х). Законы, совпадаю- 
щие со своими сопряженными, называются симметричными. 
При компонировании любого закона Р(х) с его сопряженным 


г (5) получается симметричный закон Ё* (2) = Е (2)* Е (1). Мы бу- 
дем называть Ё* (т) симметризованным законом. 

Каждому закону распределения Р(х) соответствует характе- 
ристическая функция 


(о = |" аР а), 


определенная на прямой — < < {< =. В свою очередь }(1) 
однозначно определяет функцию Ё(л), с точностью до значений 
последней в точках разрыва. При компонировании законов рас- 
пределения соответствующие им характеристические функции 
просто перемножаются (что и делает применение характеристи- 
ческих функций столь важным орудием в теоретико-вероятностных 
исследованиях). Мы можем поэтому перенести на характеристи- 
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ческие функции всю установленную выше терминологию, с заме- 
ной слов «закон распределения», «компонирование», «композиция», 
«компонента» словами «характеристическая функция», «перемно- 
жение», «пройзведение», «делитель» (или «множитель»). Говоря 
о разложении характеристических функций на множители, мы 
будем всегда подразумевать, что эти множители суть характери- 
стические функции. Единичными характеристическими функ- 
циями будут служить функции е?", «20 (характеристические 
функции единичных законов распределения Е (5 — “)). Эквива- 
лентными будут характеристические функции, отличающиеся 
единичным множителем е. Тип характеристической функ- 


ции ] (1) будут составлять функции ее 1 (01) ( характеристичеекие 


и. 


функции законов распределения Е( ). Если закону распре- 


деления Ё(х) соответствует характеристическая функция /(1), то 


[о 


сопряженному закону К (2) будет соответствовать в качестве харак- 
теристической функции }(— 1), являющаяся комплексно-сопряжен- 
ной с /(1), так как для любой характеристической функции 


ИИ. (2) 


Симметричным законам будут соответствовать вещественные ха- 
рактеристические функции; в силу соотношения (2) они всегда 
четны. Симметризованному закону Ё* (1) ‘будет соответствовать 
характеристическая функция /* (1) = 1 (1 1(— 9 =|/ (0 2. 

В 1935 г. Н. Сгапёг (1) доказал выдвинутое Р. Т.6уу в 1931 г. 
предположение, что законы Гаусса (см. $ 2) разлагаются только 
на законы Гаусса. Тем самым было доказано существование за- 
конов распределения, совсем не имеющих простых компонент. 
Важность класса таких законов для всей арифметики законов 
распределения была обнаружена затем А. Я. Хинчиным (5), по- 
казавшим, что каждая характеристическая функция может быть 
разлозжена на два множителя, один из которых представим в виде 
произведения одних лишь простых характеристических функций. 
а другой является характеристической функцией, совсем не имею- 
щей простых делителей. Если бы класс законов распределения, 
не имеющих простых компонент, — будем для краткости называть 
его, равно как и класс соответствующих характеристических 
функций, классом С, исчерпывался совокупностью законов 
Гаусса, то результат А. Я. Хинчина давал бы довольно простую 
картину: всякая характеристическая функция, не делящаяся ни 
на одну гауссовскую, разлагалась бы на простые множители 
(правда, как показал Р. 16уу, вообще говоря, не однозначно). 
Однако, как мне удалось недавно доказать (4), такого же рода 
свойством, что и гауссовские законы, обладают также законы 
Пуассона (см. $ 3): они разлагаются только на законы Пуассона. 
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Тем самым был расширен известный нам объем класса С, а даль- 
нейшие исследования показали, что этот класс не исчерпывается 
и совокупностью законов Гаусса и Пуассона. 

Задачей настоящей работы является исследование вопроса 
о разложении законов Гаусса и Пуассона, а также композиций 
законов Пуассона, и постановка некоторых вопросов, относя- 
щихся к проблеме определения объема класса С *. 

Работа Н. Сгатёг’а поставила вопрос о создании теории аналити- 
ческих характеристических функций. В первом параграфе настоящей 
работы доказываются две теоремы, имеющие для этой теории фунда- 
ментальное значение. В них обобщаются некоторые аналитические 
предпосылки метода Н. Сгатбг’а, являющегося основой рассмо- 
трений $5 2, 3, 6 и7**. Во втором параграфе дается доказательство 
теоремы Н. Сгатёг’а о разложении законов Гаусса, основываю- 
щееся на одной лемме из первого параграфа и — в этой части — 
более простое, чем доказательство самого Н. Сгатеёг’а. В третьем 
параграфе излагается доказательство теоремы о разложении зако- 
нов Пуассона, в форме, приданной ему А. Я. Хинчиным. Упро- 
щение по сравнению с моим первоначальным доказательством 
заключается в том, что вместо характеристических функций 
А. Я. Хинчин пользуется производящими; поэтому он имеет воз- 
можность сослаться на готовый результат из классической теории 
роста целых функций, который мною раньше фактически передо- 
казывался в терминах целых периодических функций. Четвертый 
и пятый параграфы посвящены доказательству двух характери- 
стических признаков законов Гаусса и законов Гаусса и Пуассона: 
в четвертом параграфе доказывается, что законы Гаусса являются 
единственными разложимыми законами распределения, все компо- 
ненты которых принадлежат к их же типу; в пятом параграфе 
доказывается, что характеристические функции законов Гаусса и 
Пуассона являются единственными характеристическими функ- 
циями, имеющими бесконечное множество неэквивалентных дели- 
телей и обладающими тем свойством, что из каждой пары их 
делителей один какой-нибудь обязательно делится на другой 
(аналогия со степенями простых чисел!). В шестом параграфе 
доказываются с помощью метода характеристических функций три 
теоремы о разложении композиций нескольких законов Пуассона. 
Наконец, в седьмом параграфе показывается, что не все компози- 
ции (конечного числа) законов Пуассона ‘принадлежат к классу С, 
и ставятся некоторые задачи, относящиеся к проблеме определе- 
ния объема класса С. 


* Настоящая работа была защищена автором в качестве кандидатской 
диссертации в начале января 1937 г. За время, истекшее до ее опубликова- 
ния, появился ряд работ Р. 16уу, в которых сообщаются теоремы, представ- 
ляющие собой дальнейшее и притом значительное развитие неготорых из из- 
лагаемых здесь результатов. 

** Теоремы $ 1 были доказаны также (другим способом) ГР. Т6уу, см. (3). 
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$ 1. Две теоремы из теории аналитических характеристических 
функций 
Характеристические функции непрерывны. Если для закона 
распределения ЁР(5) существует абсолютный момент А-го порядка 


со 
Еь = \ |2ар (2), 
—с 
то соответствующая этому закону характеристическая. функ- 
ция }(1) имеет производные до А-го порядка включительно, причем 


ее. \ дей 4Р (1) (<, 


—© 


так что, в частности, 


| 


19 (0) =Р ( 21 4Е(2). 


ЛЕММА 1. Из существования [®” (0) вытекает  существова- 
ние Е», 
Доказательство*. Для К=0 утверждение тривиально. 


Пусть оно верно для А =0,1,..., п; докажем его для Ё=п- 1. 
Имеем 


(= (4) зан аР (а), 


откуда 


НЫ м 
х #—>0 № 


ее Вх — 1х 
— На (— 4)" \ де АЕ (2) = 
}—>0 


—©< 


йе 243 С 2т-+2 1 — 60$ #5 
-. в (Бе ЧЁ (1). 


В виду неотрицательности подинтегрального выражения можно 
перейти к пределу под знаком интеграла, т. е. интеграл от пре- 
дельного выражения существует. Мы получаем тогда 


О = аа 


и лемма доказана. 
ЛЕММА 2. Если Е, (х) компонента Е (х) и для некоторого г = 0 
` со 
существует интеграл \ е"" аЕ (х), то для этого © существует так- 


—© 


* См. Р. 16\у, Сас] 4ез ргораь 6$, рр. 174—175, Раг1$ 1975. 
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со 
эже интеграл “ар, (2), причем можено указать такие а>0 и 
—< 
С>0, не зависящие от ©, что выполняется неравенство 
со со 
а [®| тх 
е“ар, (2) < Се"! е 4Е (2). (1) 


_© —о0 


Доказательство. Пусть 


Е(о) = | Ри (2 — у) аР, (9). 


РВ 
Прежде всего замечаем, что интегралы р, (х — у) аЁР., (у) и 


— со 
© 


\ Е, (х —у) аЕ. (у), В > 0, представляют собой неубывающие функ- 
В 


ции от х при любом В. Поэтому Ё(х) растет нигде не медленнее, 
В 


чем \ Е, (1 — 9) аЕ, (9), 


Отсюда 

со со В А В 

ета (т) > (ета (#9) 6, (и) > \ са | Ригу) аРцу)= 
о — во В —А —В 


38 
ыы гар, (у) \ е*2 4Е, (2) = 
В —А-у 
В А-В 
> чар, (у) \ е* ар (2). 
В 


72 


Беря теперь сначала А —> со, а затем В -—> со, получаем, что инте- 


гралы зар (х) и \ е* 4ЁР. (т) конечны, причем 


—© = 


\ е”х 4Ё\ (2) | тай (&) = | е*х 4Ё (х) 


* Вследствие конечности пределов интеграции перестановка порядка 
интегрирования законна. 
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(на самом деле имеет место равенство, но сейчас это для нас не 
важно). Теперь, если © положительно, то берем такое а,, чтобы 
Е(а.) было меньше единицы, если же о отрицательно, то берем 
такое а_, чтобы Р(а_) было больше нуля. Имеем 


\ есх Е, (х) > 


в | "зар (в) > е1-* Е, (а_) (&<0) 
Полагая 
1—2, (а+)=с-, Е» (а-)= с, шах (|, а_=а, шах (С, С-)=С, 
получаем, что для всех с 
\ е"* АР, (т) = Сле-а" \ е"х Е (т) = Сей! \ вх ЧЕ (2). 


ТЕОРЕМА Т. Если характеристическая функция |1(1), соот- 
ветствующая закону распределения Е(х), регулярна в круге ||| < В, 
то она регулярна во всей полосе — В < З1< В и представляется 


[>= 
8 этой полосе интегралом \ ей АР (1). 
_© 
Доказательство. Достаточно доказать существование ин- 
со 
теграла е-ы АЕ (5х) для всех © из интервала —А<е< РА. Дей- 
—<о 


ствительно, отсюда легко можно будет вывести (хотя бы путем 
дифференцирования), что функция 


\ ейх ак (х) ый \ е? (ие) х Аае (х) == \ е—<х етих аЕ (х) 


существует и голоморфна в указанной полосе; совпадая с }(#) на 
вещественной оси, она будет совпадать с ней и в круге |< В 
и, следовательно, осуществлять аналитическое продолжение }({) 
на всю полосу —А < 3< В. 

Рассмотрим сначала случай, когда Ё(х) симметричный закон 
распределения. Так как (1) в окрестности точки г =0 регу- 
лярна, то все ее производные в этой точке существуют, причем 
в силу четности {(1) все производные нечетных порядков равны 
нулю, так что мы имеем 


(28) 
В. (2) 


<] 
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С другой стороны, в силу леммы 1 все Е», существуют и 


со 


1°® (0) = (— 10 Ешь = (-1)* «4 (9). (3) 


Полагая в (2) 1=й (—ВЗе < В) и подотазляя вместо 77° (0) 
ее значение из (3), получаем 


> ЗЕ УС р а 
(в) =У т ао = У Е ЧЕ (<) 
В=0 о 0 о 


Но вследствие неотрицательности всех подинтегральных выраже- 
ний можно переменить порядок суммирования и интегрирования. 
Мы получаем тогда 


т -} > а ед \ РЕ - аР() = |< “аЕ (о). 


т. е. последний интеграл существует. Это завершает доказатель- 
ство теоремы 1 для случая симметричных законов распределения. 
Пусть теперь Ё (5) произвольный закон распределения. Харак- 
теристическая функция }* (1) =} (1)/(—1), соответствующая сим- 
метризованному закону Ё*(5) = Е(х)*Е(х), будет, очевидно, 
регулярна в том же круге |< В. По доказанному, интеграл 
со 
\ с таР* (а) для значений с из интервала —А<хье< В суще- 
—© 


ствует. Но тогда в силу леммы 2 для тех же значений с будет 


со 

существовать и интеграл р аЕ (х). Тем самым теорема [ пол- 
—< 

ностью доказана. 

ТЕОРЕМА П. Если характеристическая функция }(1) регу- 
лярна в полосе — В < 3$1< В, то и каждый ее делитель }, (1) ре- 
гулярен в этой полосе, причем соотношение (8) =В(П (1), 
имеющее место для вещественных 1, сохраняет силу во всей полосе. 

Доказательство. Пусть характеристическим функциям / (1), 
} (1) и ].(1) соответствуют законы распределения Е(х), Е, (1) и 


Е. (1), Е (1) = Е, (х) * Е, (1). По теореме 1 интеграл \ е “АЕ (х) су- 
ществует для всех © из интервала — А < с < В. По лемме 2 для 


тех же значений © существуют и интегралы м АЕ: (х) и 


—© 
со 


—®х 
(е аЁ. (1). А отсюда, согласно замечанию, сделанному в на- 
—с 
чале доказательства предыдущей теоремы, вытекает регуляр ность 
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(1) и /.(1) в полое —В 3 З< В. Так как /(8) и д(0Ь() 
аналитические функции, регулярные в указанной полосе и совпа- 
дающие на вещественной оси, то они должны совиадать во всей 
полосе. к 
Следствие. Если }(#) целая характеристическая функция, 
то и каждый ее делитель | (1) является целой функцией, причем 
для всех 1 (= ие) имеет место неравенство 
(И |< Л (12) < Се 7 (46), (4) 


й 


где а=0 и С > 0 не зависят от &. 
Доказательство вытекает из теоремы 1 и неравенства (1). 


$ 2. Доказательетво теоремы Н. Сгатёг’а о разложении 
законов Гауеса й 


Нормальными законами распределения или законами Га- 


Их —а^` > 
усса называются функции распределения @. - ),3=0, «50, 


где 
2 


х и? 
\ 9 п. 


бе 
|7 2“ 
Случаю с= 0 соответствуют единичные законы распределения 
=(х— а). 
Точная формулировка теоремы Н. Сгашбг’а такова: 
Интегральное уравнение 


ремаву не (#="), (0 


[2 
— со 


где Е. (1) и Е, (х) — функции распределения, имеет лишь решения. 


“Вице = в), Вад 6 (7%), 


причем постоянные в, бо и 641, 65 связаны соотношениями 


а, =а, 0, =0°. 


При с =0 теорема тривиальна. Пусть с >> 0. Произведя в (1} 
замену переменных х = 5 -- &, у= 01, получаем уравнение 


|} #1 ((—4) 4, (0) =С(, 
где Ё, (1) = Г, (02 + в), Ё. (2) = Е» (ох), так что Е, и Ё, (равно 


как и Р. и Ё,) либо одновременно гауссовские законы распреде- 
7% 
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ления, либо одновременно не гауссовские. Таким образом можно 
ограничиться рассмотрением уравнения 


со 


\ Р.(#— и) 4Рь (у) = С(5), (2) 
“со 
получающегося из (1) при в =0, в =1. 

Пусть 1, (1) и 7. (Е) характеристические функции, соответствую- 
щие законам распределения КЁ, (5) и Г.(%), удовлетворяющим 
уравнению (2), и /(!) характеристическая функция, соответствую- 

и 
щая закон“ Гаусса С (5). Как известно, } (1) =е *, т.е. является 
целой функцией. В силу следствия из теорем $1, }, (#) и 1, (1) 
также будут целыми функциями *. Так как }({) не имеет нулей 
и (И =} (), то Л ( и Х(Ю также не будут иметь нулей. 
Таким образом 


1 (В =е®, 


где о, (1) — целая функция. В силу неравенства (1) $1 имеем 


== 


— Сейче* = Сей". 


|7 (0) = Се! | (1%) 


Это показывает, что порядок }, (1) не превышает 2. Согласно из- 
вестной теореме Адамара <, (1) должно быть тогда полиномом не 
более чем второй степени: 


21 (В) =а т а а.Р. 


Дело сводится к определению коэффициентов этого полинома. 
Так как / (0) =1, то а, можно считать равным нулю. Далее, для 


вещественных #{ имеем ]), (1) =], (—1), откуда в силу равенства а, = 0 


получаем ©. (#) =, (— 8. Отсюда вытекает, что а, чисто мнимо, 


: > 
Я = © =, и а, вещественно. Наконец, для вещественных # 


1 | 2 52 
[71 (1 = ©" =1, а потому а, неположительно, а, = — №, 5, =0. 
В итоге и ея 
1—5 
й(=е ы 
Аналогично, 
1 < 
(р =е ^ и 
* Собственно, в рассматриваемом случае можно обойтись без помощи 
со 


общих теорем $1. Существование интеграла \ е "^аб(т) для всех © легко 
—с 
проверить непосредственным подсчетом. В силу леммы 2 81 тогда существуют 


со со 


для всех © и интегралы \ ее “* АЕ, (2) п \ е И р (=), а это и показывает 
2 < 5) 
— с —© 
что ы () и Р (1) целые функции. 
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Отсюда 


ве- (45), вы-е(е), 


где всилу соотношения ]; ($) №. (1) =е -2 имеем &, | &› = 0, 5-08 =1. 
Формулы решения для общего уравнения (1) получаются отсюда 
уже без всякого труда. 

$ 3. Доказательетво теоремы о разложении законов Пуассона 


Законами Пуассона называются функции распределения 


в (= 5^), 5-0, а=0, я —=0, 


где 
АА 
Е(х; ^) — е-4 у И 


(при х < 0 сумма пуста и Е(х; Л) =0). Е(х; А) соответствует так 
называемому предельному распределению Пуассона, при котором 
случайная величина может принимать лишь целые неотрицатель- 
Ра 
е 
К! 
ничные законы распределения &(х— 9). 
ТЕОРЕМА. Интегральное уравнение 


ные значения К с вероятностями . При Л =0 получаем еди- 


со 


|} ее дави А), (1) 


— со 


где Г, (2) и Е. (2) — функции распределения, имеет лищь решения 


А пов АА. 


где в > 0, у>0, и у=лЛи В — произвольное вещественное число. 

Случай ^ =0 тривиален и мы его отбросим. Далее, так же, 
как и ‚случае разложения законов Гаусса, убеждаемся, что можно 
ограничиться рассмотрением уравнения 


2, (=— и) 4. (9) = Е; ^), (2) 


= (2.2) 


получающегося из (1) при в =0, в =1. 

Прежде всего исследуем структуру функций ЕЁ, и Р.. Именно, 
исходя из того, что Р(х; ^) растет лишь в точках А =0, 1,2, ... *, 
покажем, что Р, (2) может расти лишь в точках ВА, а Е. (2) — 


лишь в точках —В-- А, где В— первая точка роста Ё, (2), а —вВ 


* а называется точкой роста Л (2), если Е(а-те) —П(а—е) >0 для 
всех Е > 0. 
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тогда первая точка роста Г.(х). Для этого докажем предвари- 
тельно следующую лемму: 

ЛЕММА. Пусть Н, (2) * Н» (т) =Н (2) (Ну, Нь и Н — функции 
распределения). Тогда 1“ есль а точка роста Н, (2) в 6 точка 
роста Нь(х), то а-- Ь будет точкой роста Н (5х); 2° если а и | 
первые точки роста Н,(х) и Н»(х), то а-- 6 будет первой точ- 
кой роста Н (т). 

Доказательство основывается на следующих двух неравенствах: 


НЕ (3) 
(&>4, ТУ, 


Н (2 + 9) < Н1 (2) - Нь(у)- (4) 
Эти неравенства имеют очевидный теоретико-вероятностный смысл. 
Пусть Х случайная величина, распределенная по закону Н, (7), и 
У случайная величина, распределенная по закону Нь(х) и не за- 
висящая от Х, так что сумма их Х -- У распределена по закону 
Н (х). Тогда левая часть (3) представляет собой вероятность одно- 
временного выполнения неравенств 5 < Х < 5 я= Г=\ч, а пра: 
вая— вероятность выполнения неравенства х фу< Х + У < +1. 
Но из наличия первого события с необходимостью вытекает нали- 
чие второго; поэтому вероятность первого не превышает вероят- 
ности второго, что и утверждается в (3). Далее, левая часть (4) 
представляет собой вероятность выполнения неравенства Х | У < 
= -у, а правая не меньше вероятности выполнения по крайней 
мере одного из неравенств Х =х, У < у. Так как из первого со- 
бытия с необходимостью вытекает наличие второго, то снова веро- 
ятность первого не превышает вероятности второго, что и утвер- 
ждается в (4) *. 

Полагая теперь в (3) &=а+ =, х=ар— в, \=Ь-Е, у=Ь— Е, 
тде а — точка роста Н,(х), 6 — точка роста Н, (1) и : >> 0. получаем: 
Н (а 6+ 2) —Н (а ь— 2=) > 
>И, (а +9) —Н:(а—® ИН» (6 $) —Н, (6—8) >0. 

В виду произвольности = это и доказывает первую часть 
леммы. Пусть, далее, а и 6 первые точки роста Н, (5) и Н, (т), 


так что Н,(а—=) =Н,(6 —=) =0 для всех => 0. Тогда, полагая 
в (4) х=а—= у=ф— =, получаем 


На-На -о 


Таким образом, левее а--Ь точек роста Н(х) нет, само же 
а-- 6 в силу первой части леммы является точкой роста Н (х); 
тем самым доказана и вторая часть леммы. 


* Разумеется, можно провести доказательство неравенств (3) и (4) и чисто 
аналитическим путем. Эти неравенства не независимы: (4) вытекает из (3); 
(4) можно заменить более точным неравенством 


Н (= у) <Н, (2) + Н» (у) — Н, (<) Н, (у). 
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Перейдем теперь к доказательству нашего утверждения о струк- 
туре функций Р, (2) и Р,(2). Пусть \{ какая-нибудь точка роста 
Е, (х). Тогда в силу первой части леммы для всякой точки х 
роста Р,(х) будем иметь х-|- |= (где К — некоторое неотрица- 
тельное` целое число). Таким образом, РЕ, (х) может расти лишь 
в точнах д = —1-+ А, А =0,1,2,... Аналогично, Е. (5) может расти 
лишь в точках д = —В-- А, К =0,1,2,..., где В— какая-нибудь 
точка роста РЁ, (5х). Отсюда прежде всего заключаем, что Ё, (5) и 
Е.(х) имеют конечные (т.е. отличные от — со) первые точки ро- 
ста. Пусть это будут как раз точки В и у. Так как первой точ- 
кой роста Р(х; А) является 0, то всилу второй части леммы полу- 
чаем В-1=0 или 1=—В. Тем самым наше утверждение о 
структуре Р, (5) и Е,(х) полностью доказано. 

Теперь без какого бы то ни было ограничения общности можно 
предположить, что В =0, ибо уравнение (2) не нарушится и инте- 
ресующий нас характер входящих в него функций не изменится, 
если ЁЕ;,(1) заменить через Р, (5 + В), а Р. (х)— через РЁ, (х— В). 
Мы получим тогда, что Р, (5х) и Е,(51) могут расти лишь в точках 
Е =0,1,2,..., причем в Ё =0 обе действительно растут. Таким 


[> 
образом можно положить Р, (2) = У ак, а > 0, аа >0, Уак =, 
к <х Е=0 


и Е, (2) = ь, ВО. 0. Ув =1. 


Обратимся к рассмотрению производящих функций, соответ 
ствующих законам распределения КР, (5), Е. (1) и Е(х; ^). Произ- 
водящей функцией для случайной величины, могущей при- 
нимать лишь целые неотрицательные значения Ё с вероятностями 


со 
Рь, Ри > 9, У! рь = 1, называется по Лапласу сумма степенного 
Е=0 


№®) 


ряда № Рк2®, сходящегося в круге ! | < 1. Как и характеристиче- 
=6 


ские функции, производящие функции при компонировании соответ- 
струющих им законов распределения перемножаются (это видно 
хотя бы из того, что они получаются из характеристических путем 
замены ей на 2). 

Производящими функциями, соответствующими законам рас- 
пределения К, (5), Е. (х) и Е(х; ^), будут 


со со у со дв й 
$: (2) = Уам^, $»(2) = Уфы и $(8:^) = Уре, 
Е =0 Е=0 Е=0 


причем 


ф: (2) фз (=) =е* #75. (5) 


104 Д. А. РАЙКОВ 


Е „А 


Так как аб» +... Ё авбо = ее 


4 Ай 
р 


Оа-= и 


со 


у ак" —< 5-5 (ба) 
[о 
Е=0 


для всех положительных значений 2. Аналогично, 


со 
4 
Уыл < дееь (66) 
Е =0 у 
для всех положительных значений 2. Таким образом $, (2) и $ (2) 
являются целыми функциями, и притом не выше чем первого 


порядка, как показывают неравенства (6), и без нулей, как пока- 
зывает соотношение (5). 


В силу теоремы Адамара имеем поэтому 
Фа (2) ем +Т, 


причем коэффициенты м и 1], очевидно, вещественны. Остается 
лишь ближе определить эти коэффициенты. Так как для положи- 
тельных значений 2 9:(5) >а, >0, то &>0. С другой стороны, 
так как $, (1) =1, то у = —[. В итоге имеем 


фл (2) =е(-5 (в >0). 


Аналогично, 


Фа (2) = в” в 0 


причем в силу соотношения (5) и фу=А. Возвращаясь к функ- 
циям распределения, получаем 


Е, (2) = Е(; в), Е» (а) = Е(; у), 
и общее решение уравнения (2) будет 
Е. (1) = Е(2— В), Е, (1) = Е(# + В; У. 


Отсюда для общего решения уравнения (1) без труда получается 
вид, указанный в формулировке теоремы. 


$ 4. Одно характеристичеекое свойство законов Гаусса 


Так как все нормальные законы распределения принадлежат 
к типу любого из них, то теорему Н. Сгатбг’а можно также вы- 
разить следующим образом: 

Всякая компонента нормального закона распределения принад- 
лежит в типу этого закона. 

В настоящем параграфе я доказываю, что это предложение вы- 
ражает характеристическое свойство нормальных законов распре- 
деления. Именно, справедлива следующая т рема: 
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Если всякая компонента разложимого закона распределения Е (5) 
принадлежит. к типу этого закона, то Е(т) закон Гаусса. 
Или, в тер шинах характеристических функций: 
Если всяко. делитель разложимой характеристической функции 
1(1) принадлежит к типу этой функции, то |(Р) «нормальная» 
р 6212 
104 


та рактеристичесьоя функция, } (1) =е * 


Эта теорема, дополняя теорему Н. Сгатёг’а, вместе с тем опи- 
рается на нее, поскольку последняя утверждает, что законы Гаусса 
действительно обладают указанным свойством. 

Доказательство. Прежде всего покажем, что }(1) безгра- 
нично делима. Безгранично делимой характеристической 
функцией мы будем называть характеристическую функцию без- 
гранично делимого закона распределения, т.е. функцию, являю- 
щуюся п-ой степенью характеристической функции для произ- 
вольно больших значений п*. В дальнейшем нам будет удобно 
пользоваться специальным символом — для обозначения эквива- 
лентности характеристических функций. 

Пусть 


(0 — 1 (91) 1 (71) (1) 


собственное разложение }{({) (по предположению, одно по крайней 
мере такое разложение существует). Разлагая каждый множитель 
в правой части формулы (1) по той же формуле, получаем 


(0 > 1 (971) 1 (в'01) 1 (69'1) ("24 


следовательно {1 (09’1) } является делителем ] (1). Но тогда, по 
основному свойству функции }(%), 


{1 (6371) } > / (10) 


для некоторого 17 > 0. Следовательно, 


мор), 


т.е. }(1) есть квадрат характеристической функции. Так как в фи- 
гурных скобках стоит функция того же класса 1(1), то, приме- 
няя индукцию, получаем, что }(1) есть 2^-ая степень характери- 


* Обычно требуют выполнения указанного свойства для всех целых 
положительных значений п, однако фактически при построении теории без- 
гранично делимых законов распределения это требование не используется; 
опираются лишь на то, что п может быть произвольно большим, хотя бы 
а рг!ог! оно и принадлежало к сколь угодно редкой последовательности; то же, 
что указанное свойство имеет место даже для всех вообще вещественных п, 
получается как следствие. 
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стической функции для любого целого положительного №. Этим и 

доказывается наше утверждение, что }({) безгранично делима. 
Как показал Р. Г6уу (2) *, всякая безгранично делимая харак- 

теристическая функция может быть представлена в виде 


, © 


1 (1) вар \ (и — 1—: а) Ас 6.) (2) 


о 


тде С (и) — некоторая неубывающая функция с ограниченным из- 
менением, с точностью до аддитивной постоянной определяемая 
функцией } (1). Обратно, заданием произвольной неубывающей 
функции С\(и) с ограниченным изменением определяется, с точ- 
ностью до эквивалентности, некоторая характеристическая функ- 
ция }(1). В частности, нормальные характеристические функции 
получаются в том (и только в том) случае, когда С (и) имеет своей 
единственной точкой роста и =0. Единичные характеристические 
функции получаются лишь если С (и) постоянная. 

Нам нужно показать, что если }(1) удовлетворяет условию 
теоремы, то С (и) в представлении (2) функции } (1) может расти лишь 
в точке и =0. Пусть это не верно и С (и) растет в некоторой точке 
и =а-=0. Покажем, что в таком случае С\(и) никаких других 
точек роста иметь не может; тогда нетрудно будет обнаружить, 
что (1) совсем не имеет собственных разложений вида (1), в про- 
тиворечие с условием теоремы. 

Пусть = столь мало, что а иа- Е имеют тот же знак, что 
и а. Рассмотрим функцию 


ри“ < Ч. 


Неа) = < —ба-&р я ал=<и<ате, 


ыы |= © 


{Са )—6(а—=)} » афЕэ<и, 


очевидно, неубывающую и имеющую ограниченное положительное 
изменение. Теми же свойствами будет обладать и функция С (и)— 
— Л. (и). Поэтому 


ми не) маны) 


—© 


в = 


‘ 


будет. собственным делителем } (1) и, значит, 
й 
$0 —/(+), 


* Я пользуюсь здесь, как и в следующем параграфе, формулой Р. 1.6уу 
з той форме, какую ей придал А. Я. Хинчин ($). 
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где > 0 зависит от &. Отсюда получаем, обозначая символом ^— 
равенство с точностью до слагаемого вида 104, 


| (6—1 == и) ОН») = шо( ^^ ш7 (:) и 
\ 


[о даетьйЫ ь ны и" С (и) и 


Ея а и? и? 

= ее аб (5) = 

=} (<= ааа 
т "| С : 1 —) я И 


их а ци 1-м? 14 с?и? 
) Гоа 1 — не) 2 92 (1 + и?) аС (си). 


Сравнение первого и последнего интегралов показывает, что 


и 
ТЕ 25? 
Н: (и) =С $ \ я) 96 (с). 
Но Н.(и) может расти лишь в интервале [а — в, а + =]. Поэтому 
С (и) может расти лишь.в интервале [5(а— =), с(а-+ =)]. Так как 
по предположению в точке а С(и) растет, то имеем с (а— =) < 
=а=<с(а-- =), откуда для положительных а 


а а 
о (За) 
а для отрицательных а 
а а 
О <= 
ра ВСЕ (36) 


Пусть теперь =-> 0. Как показывают неравенства (3), с при этом 
стремится к единице, так что границы с(а— Е) и с(а-- =) интер- 
вала, в котором С (и) может расти, обе стягиваются к точке а. 
Следовательно, С (и) растет только в точке а. 

Остается показать, что в таком случае /(!) не имеет собствен- 
ных разложений вида 


(И — 1 (94 1 (97°). (4) 
Пусть С (и) делает в а скачок я ^ > 0. Имеем 
И па фа, 447] аа 
(9 ехр{ (вм —1 гв) ан < 
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Из (4) следовало бы тогда, что 


А (еНа— 1) = за Л (991 — 1) + Л (е199'1-— 1). 


Но нетрудно видеть, что такое равенство возможно лишь если 
а =0, одно из чисел с, с’ равно единице, а другое — нулю, т. е., 
если (4) — несобственное разложение. 

Итак, осталась единственная возможность: С\(и) растет лишь 
в точке и =0. Пусть скачок ее в этой точке равен 07. Так как, 


с 


В ии о Е: но й и 
прии-> 0, (ма) = — 5+ 0(и), то 1 (И 
Что такая характеристическая функция действительно удовлетво- 


ряет условию теоремы, как раз показывает теорема Н. Сгатег”а. 


$ 5. Одно характеристическое свойетво законов Гаусеа и Пуассона 


Возникает вопрос о нахождении признака, выделяющего из 
всех законов распределения одновременно законы Гаусса и законы 
Пуассона (а также законы, сопряженные с законами Пуассона). 
Таким общим признаком, конечно, не может служить то, что эти 
законы содержат в качестве компонент только «себе подоб- 
ные»— во-первых, вследствие неопределенности такого рода выра- 
жения, во-вторых, потому, что существуют и другие классы зако- 
нов, обладающие аналогичным свойством (см. 5$ би 7). 

Оказывается, что законы Гаусса и Пуассона (а также сопря- 
женные с пуассоновскими) можно выделить чисто арифметическим 
характеристическим признаком, показывающим, что их можно 
рассматривать как аналоги степеней простых чисел. 

ТЕОРЕМА. Если характеристическая функция 1(Р) имеет бес- 
конечное множество неэквивалентных делителей и из любых двуг 
ее делителей один какой-нибудь обязательно делится на другой. 
то }(1) является характеристической функцией либо закона Гаусса, 
либо закона Пуассона, либо закона, сопряженного с законом 
Пуассона. 

Предпошлем доказательству этой теоремы две элементарные 
леммы. 

ЛЕММА А *. Если }(1) не единичная характеристическая функ- 
ция, то существует такое 8 >20, что для всех вещественных &, 
удовлетворяющих услозию 90-108, выполняется неравенство 
614. 

Доказательство. Пусть Ё(х) закон распределения, соот- 
ветствующий характеристической функции ](Р). Имеем 


со 


ОИ = \ соз #2 4Е* (2). (1) 


* Хинчин А. Я., Предельные законы для сумм независимых случай- 
ных величин, теорема 12, ОНТИ 1938. 
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Так как по предположению Ё(х) не единичный закон, то, как 
‘легко следует из леммы $3, Р*(5) имеет по крайней мере одну 
точку роста х=а-Е0. Но тогда из формулы (1) явствует, что 
* #- 2 
]* (®), а значит, и |] (1)|, может быть равно единице лишь когда 
2 
И о ПЕ — Е (К =0, +1, +2, ...). Следовательно, для 


значений 1, отличных от нуля и меньших по модулю, чем а. 
|1 (#)| меньше единицы, что и требовалось доказать. 

ЛЕММА В.,Если некоторая тарактеристическая функция }(#) 
делится на любую целую степень характеристической функции 
$(0, то 9 (1) единичная характеристическая функция. 

Доказательство. Имеем 


Отсюда 
17 (8) | = 1$ (#) |. (| =|$9()”. (2) 


Пусть ©(Ю не единичная характеристическая функция. Тогда по 
лемме А существует такое 0, что '©(1)|<1 для 0< |1 < 8. Беря 
в (2) п-> <, получаем, что для указанных значений 1 должно 
быть /(Р) =0. Но этого не может быть, ибо ](!), как характери- 
стическая функция, непрерывна и в точке $ =0 равна единице. 

Перейдем к доказательству теоремы. Покажем прежде всего, 
что } (1) не имеет простых делителей. Тусть это неверно, и } (Г) имеет 
простой делитель }:(#). Тогда всякий другой делитель © (#) функ- 
ции /1(Р) будет эквивалентен некоторой степени /, (#). Действи- 
тельно, согласно условию теоремы, ©(#) будет во всяком случае 
делиться на (1). Пусть 7 () наибольшая степень }, (#), на кото- 
рую еще делится Ф({) (в силу леммы В такая наибольшая сте- 
пень необходимо существует), и 9(Й =} (1)9(1). Так как Ф(1) 
уже не делится на /, (1), то, наоборот, ]{,(1) должно делиться на 
Ф(®), т.е., в силу простоты ], (1), Ф(Т) единичная характеристиче- 
ская функция и, значит, 9 (К —#(). Но теперь в силу той же 
леммы В [({) не может содержать делителей © (1) (1) с произ- 
вольно большими 1. Таким образом число неэквивалентных дели- 
телей /(:) оказывается ограниченным, в противоречие с предпо- 
ложением теоремы. Следовательно, } (1) не имеет простых делителей. 

Но, как доказал А. Я. Хинчин (5), всякая характеристическая 
функция, не имеющая простых делителей, безгранично делима 
(по поводу безгранично делимых характеристических функций см. 
предыдущий параграф). Таким образом, /({) безгранично делима 
и мы имеем согласно формуле Р. Г6уу 


р [®.®) 


1 (1) —ехр( \ (син — ен и) — ас ()} р 


—со 
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Теперь уже нетрудно видеть, что С(и) должно иметь только одну 
точку роста. Действительно, пусть это неверно и С(и) растет 
в точках аи, а 6. Выберем =>0, удовлетворяющее неравен- 
ству а+- = «6— =, п построим функции 


В при и < а—Е, 
Н: (и) =? С(и) — в (а—:) я» а==<и <а-её, 
[ео о О 
и 
0 при и < $— Е, 
Н. (и) = С(и)—С(6—:) э ББ Ези<Ь-Е, 


С = — (6 —=) » Б-ЕЗИ. 


Характеристические функции 


{1 (© = ехр (| (м1 — ии :) ее: ()) 


(8) — ехр |} (еы ты я и ан, О) 


—© 


являются, очевидно, собственными делителями } (1), ибо разности 
С (и) — НВ, (и) и С(и)—Н.(и) суть неубывающие функции с поло- 
жительными изменениями (первая растет в точке 6, вторая— 
в точке а). По условию теоремы, одна какая-нибудь из };. (1), /. (2) 
должна делиться на другую. Пусть, скажем, ], (1) делится на }» (#). 
Тогда частное 


и ЕР ( \ ИС же тр я) Е а[Н, (и) —Н» (1) › 


являющееся делителем }({), должно быть также безгранично де- 
лимой характеристической функцией. Но этого не может быть, 
так как разность Н, (и) —Н. (и), имея ограниченное изменение, 
не монотонна *. Таким образом /, ({) не делится на [. (1), и точно 
так же убеждаемся, что ],(Г) не делится на ], (1). Но это проти- 
воречит условию теоремы. 


* Если в формуле 


ра Е АЕ = ат П- % 
мо=евр( { ( 1 ею т ан 


Н (и) функция с ограниченным изменением, то Н(и) однозначно определяется 
(во всех своих точках непрерывности) заданием $(1). Поэтому $ (#1) может 
быть безгранично делимой характеристической функцией лишь если Н (и) 
функция неубывающая. 
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Итак, С (и) должно иметь лишь одну точку роста. Но в этом 
случае ] (1) будет характеристической функцией либо закона Гаусса, 
либо закона Пуассона, либо закона, сопряженного с законом 
Пуассона.  Чхо такие характеристические функции действительно 
обладают свойством, требуемым в условии теоремы, как раз пока- 
зывают теоремы 5$ 2 и 3. 


$6. 0 разложении композиций законов Пуаесона 


В настоящем параграфе мы покажем, что класс С не исчерпы- 
вается совокупностью законов Гаусса и Пуассона, а именно, он 
во всяком случае содержит два довольно обширных семейства 
композиций законов Пуассона. 

Положительным модулем мы будем называть множество 
неотрицательных чисел, которое вместе с любыми двумя своими 
элементами содержит и их сумму. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть с:, 0», ..., вк произвольные положительные 
числа, < 0.<... “в, и А(б1,..., 6%) наименьший положитель- 
ный модуль, содержащий эти числа, т.е. совокупность чисел 
аа - 150. ... НЕ [0ь, 20е 1., 415, ..., в независимо друг от друга, 
с единственным ограничением Ц +6 - ... +1 >0, пробегают, все 
целые неотрииательные значения; так как ЛА(01,..., в). не имеет 
предельных точек на конечном расстоянии, то его можно распо- 
ложить в возрастающую последовательность А =5<А,< ... 
... ЗА, < ...; Тогда характеристическая функция всякой компонен- 
ты закона распределения 


РЕ -Ь; ^, "Е (=Ъ; Ри Е, ») 


6. С; 


(50, А; > 0, 7 = `- ...) К) 
имеет вид 


хр (и Ха (ем —1)), (1) 


Ап< бк 
где коэффициенты 1] и @л„ веществениы. 

Предварительно докажем лемму, обобщающую известное нера- 
венство, связывающее вещественную часть целой функции с коэф- 
фициентами ее степенного ряда *, на ряды Фурье целых почти 
периодических функций. 


ЛЕММА. Пусть 1 (1) — о а (^)е! целая почти периодическая 


‚ #=—© 
функция и А(5) = шах 1 (#и- 1%). Тогда для всех о имеет место 
—с<0<и«<оо 
неравенство 
1“ (^) е-^° + &«(— Л) е*? | < тах 144(5),0 } — 25а (0). (2) 


* См., например, Ту св тагзВ, ТЬе {Веогу о{ !апсИопз, р. 86. 
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Доказательство. Имеем 


УА(и- #2) = и о) Ни) 


а. р ве” е1А\ -|- от К)е- теги } == 
72=—< 1=—© 
а \ 
= Х (аб)е-® 4+ асе) ем. 
7=—© 
Отсюда 
Ут 
а (^)е-** Ч- &(— ^) е** = И р; \ А (и + бы) ев ан (3) 
Т->о< 
И 
р 
32 (0) — ет} 9 (иж) а (4) 
о 
Из (3) получаем 
В Е О) а 
[«(^)е-*" + а(-— ^)е* | = Вал \ 197 (и 22) [4и, 
Т- со ы 


что в соединении с (4) дает 


1 (А) е-^ + &(— Л) е^* [+ 25а (0) = 


Я 
= тд Пе) + Я + 2) } 4%. (5) 


Но для тех значений и, при которых 1 (и -- 10) отрицательно, 
[Л (и - 12) | - Я Жи -+ 12) = 0, для тех же, при которых 5 № (и 0) 
положительно, | й(и 12) | -- ЖА (и + #2) < 2А(5). Таким образом 
в обоих случаях 

|951 (и -- 22)! + ЖА (и -- #2) < мах { 2А(5), 0 т 
Подставляя это в (5), мы и получаем неравенство (2). 


Доказательство теоремы 1. Компонируя обе части 
уравнения 


Е (+) * В» (2) = Е (1) 
(У -... | \), мы приведем его к виду 
л \ Хх. х. 
(2) * (т) = Е (3 А, УЕ м) (Е). (6) 
Правая часть уравнения (6), как это явствует хотя бы из рассмо- 


трения ее характеристической функции 


| 
А = (а А (Ла) - (бер ( м А; (ей — 1) р 
=1 
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растет лишь в точках 0, А,,.... А», ... Как п в$3, убеждаемся, 
что можно считать 
Е (1) РАТЬ Пе век © 

®) = 
1 
\ ао = р бое 0 
Апъх 


со 
5 ол 
Ч 0, да, — О р ал, =1 
и аналогично 


И 
0 для < < 0 2 
И м 
ео + 2 бр © = } ы = г. 
Ах 


И=А 
Характеристические функции для РЁ, (1) и Е.(х) будут, соответ- 
ственно, 


со 


«+ \а 


со 
5 х! : 
„а ейм и (= о бете. 
П=1 п=1 
Так как /(1) целая функция, то на основании следствия теорем 
$11: (1) п ^>(Е) также целые функции, причем для отрицатель- 
ных г 

ГА: = А е- и) | < бе) = 

Ё 


11 (ет! $ 


—1) 
< еСь 3! "1 


— Се! е71=1 


(1) 
Так как /(1) не пмеет нулей, то, в силу соотношения ]) (2) 1. (1) 
=} (+), /. (1) также не имеет нулей. Отсюда 


(0) = #0, 
где с, (1) — целая функция, причем в силу равенства 7, (0) = 1 можно 
считать, что <, (0) =0. 


Покажем, что ©, ({) может быть представлена в виде 


со 
з 
(= Хон (ей 1), 
ЕЕ 
где коэффициенты од, вещественны. 
Из 
со 
% . 
е94(0 — ад -- р И Кы: 
п=1 
получаем 
© : : 
Оз Ара е1А т 
з -  П=1 
$1(В =1 > . (3) 
АЕ 
а о аще" п 
И=1 
ИМЕН, Серия математич., № 1 
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Пуеть (= + ий. Для достаточно больших положительных зна- 


со со 
ъ з | о 
чений с имеем р але" т! |= у ааа 
П=1 у ИЕ 
ыы т 
. ъ ВИ ее 
а Ее со О: ата ля : 
А 1040 П=1 
Ё о 1 2 (© С 
1 
со 
% - 
= Со Е о Ре (9) 
П=1 
(зее кратные чисел А,,... А»,..., равно как и всевозможные их 


1 
гуммы, также содержатся среди этих чисел). Так как -@) Целая 
р > п 
почти периодическая функция, то это разложение ее в ряд Фурье, 


-становленное для Е =и +12 с достаточно большими положитель- 
нымп г, сохраняет силу для всех без исключения комплексных 


значений #. Подставляя (9) в (8) и производя перемножение. 
получаем 


со 
* .\\ А 
21 (1) ЕЕ]. 24 Че: 
П=1 


что поеле интегрирования Дает 


> Ар в 
. ей 1 Я $ | 
ао, бп = Хам —1). 
П=1 п и=1 


Вещественность коэффициентов а, явствует из выкладок. 


Для завершения доказательства теоремы остается показать, 


что все ал, СА» > б, равны нулю. Из неравенства (7) следует, что 
для отрицательных о 


А(=)= шах Ха (ии) < Слез. 


—©<<и<< 


Поэтому, применяя лемму, получаем для отрицательных в 


ель | "11 < 4 С, е°к\ — За, 


со 
| 
(где @) = — р “а, ) . Отсюда 


И—1 


| ли | < 4Сте(<&-Аю) 11 — 20%, е-Ав 1, 


Если теперь А» > с», то при с-> — сс оба члена в правой части 

этого неравенства стремятся к нулю и мы получаем, что ал, =0. 
ТЕОРЕМА.2. Если сбило вьиО <. < с,) линейно 

ренпионально независимы, т. е. не существует соотношения 


7181 - 720 4. ЗН габь = 0 (и, [7з |... Е [ль 


> 0) 
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с рациональными Гуго, ..., Г, то законы распределения 
ео в р ая 
РО Е("А; А, ) + а АА, 
` | и 
имеют в качестве компонент только законы того эке вида 
^ л - ^ С 
о ОР + ор Гао \ 
Е1(+) =Р , №) т | УР и. ) Е (=, Ми )› 


где 5,50, 0 = м; = А; (7 == 1, че К). 
Доказательство. Согласно теореме | характеристическая 
функция всякой компоненты закона Ё(х) имеет вид 


7 


(0 = вр (ви Ха, (ей —1)), 


7=-1 


где вее А„ вещественны и А» = би. Нужно доказать, что все ал, > 0 
и притом а), может быть положительным лишь если А» одно из 


О о 
Прежде всего заметим, что если 


ехр (ги+ | арм», бл, (е1А т — 1)) 
ь не 


разлагается в ряд Фурье с неотрицательными коэффициентами, 
то ал, =0. Действительно, 


е со 
^ а |. 
ехр (Хей 1) = %+ Жамьемм (1) 
И=1 П=1 
(4 --0, 4м, >0, М, 4., ..., Ми, ...—наименьший положительный 
модуль, содержащий числа А+, ..., А‚). Положим ё=—1, е > 0. 


Если бы а), было отрицательно, то при © > со левая часть ра- 

венства (10) стремилась бы к нулю. Но это невозможно, так как 

правая часть остается во всяком случае большей, чем 4.. 
Теперь, пусть } (1) херактеристическая функция, соответетвую- 


(И 


щая закону распределения Р(х), и ].(1) и Очевидно, 
1. 


Ь(#) = ехр (а +У Ва, (ем), 


П=1 


‘где ал, - Вл, =А,; если А„=9; (/=1,..., ) и =0 в противном 


случае. В частности, ал», - Вл» = ас, | Вс, = Лк И ба, Ва; в с00т- 
ветствии с0 сделанным выше замечанием, неотрицательны. Рас- 
смотрим коэффициенты @л„, и Вл„,. Так как между сл, с одной 
стороны, и А,,А.,..., Ат-1— 6 другой, в силу предположения 


8* 
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теоремы не существует линейной рациональной зависимости, то 
ряд для функции 


т—1 
соотв. ря у (11) 
) 


т—1 
ехр (в: Е Ва, (ем! — 1) 
п=1 


входит без изменения составной частью в ряд для //(1), соответ- 
ственно, ]» (1), т.е. представляет собой ряд Фурье с неотрица- 
тельными коэффициентами. Поэтому согласно сделанному выше 
замечанию ол„, и Вл,, неотрицательны. Если теперь Ат: > 9&—1, 
то ал„, | Вл, =0 и, значит, ол„, = Вл, =0. Тогда старшим 
коэффициентом в (11) служит @^„_,, соответственно, Вл„,. Если 

и Аи_2 > 6ь_1, ТО тем же способом заключаем, что ол„_, = Вл„ = 0. 
п Ат = 0-1; мы видим, что для всех п между т ит— И 
9... = Вл. = 0; аодляс поет В ба, = ОН = ОлеВа, = Вы = 0 
и @.,, РВе,, =Ль-1. Так как теперь между он! и ось, с одной 
стороны, и А,,..., Аж-,-1—6© другой, не существует линейной 
рациональной зависимости, то ряд для 


т-1-—1 
з ©) : 
ехр (и -- № ли (ей — 1)) . 
П=1 
т-—и-—1 


ехр (ва + ь Ван (ем —1)) 
П=1 


соотв. 


входит без изменения составной частью в ряд для }: (#), соответ- 
ственно, }» (1), т. е. представляет собой ряд Фурье с неотрицатель- 
ными коэффициентами. Поэтому лил и Вл неотрицательны. 
Так же, как и выше, получаем, что если Ат-ь-: > 0-2, То 
блт—1,—1 = Вл, —1 = 0, а тогда алии Вл» неотрицательны. 
Продолжая то же рассуждение, мы найдем, что &л„ неотрицательно 
для всех п и притом равно нулю для всех А», отличных от чи- 
сел с1,0.,....0%. Тем самым теорема доказана. 

Следующая теорема показывает, что условие линейной рацио- 
нальной независимости отнюдь не является необходимым. 

ТЕОРЕМА 3. Законы распределения 


РЕ (+В; м) *Е (2; ^» ) * +... РТИ, №), 


7 
5 5 


где 61, 05,..., в, — произвольные полоосительные числа, подчиненные 
условию 


б1 = |ер =. 2 о ба = 25, 
имеют в качестве компонент только законы того оке вида 


Е, (1) = Р(=—%; вы) “2; м) к. (==%; №) , 


где 520, 0= № = А; (7 Е= № о 
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Доказательство. В силу теоремы 1 и условия 0» < 25, 
характеристическая функция всякой компоненты закона распреде- 
ления Р(5) имеет вид 


(1) =ехр (и - а с, (ей —1)) 5 
Я 
где все а., вещественны. Но тогда в силу того же условия с, < 26; 
в ряде Фурье для 1; (1) будут содержаться члены 


о, ее -|- вс, есь! -|-... -- ас,е от. 


Так как (Г) характеристическая функция, то все б‹; должны 
быть неотрицательными, а это и доказывает теорему. 


$ 7. О клаеее законов распределения, не имеющих проетых 
компонент 


Как показал А. Я. Хинчин (5), все законы распределения, не 
имеющие простых компонент, т. е. законы распределения из 
класса С, безгранично делимы, и вместе с тем существуют безгра- 
нично делимые законы распределения, не принадлежащие к клас- 
у С, т. е. имеющие по крайней мере одну простую компоненту *. 
Возникает вопрос: какие именно безгранично делимые 
законы распределения принадлежат к классу С? 
В $2 была доказана (по Н. Сгашеёг’у) принадлежность к классу С 


х—а \ 
законов Гаусса б( - и в $3 то же было установлено для 


ПЕАСЯ 


м значит, также для сопряженных 


е ними законов Р (= - ^) . Наконец, в предыдущем параграфе 
мы доказали принадлежность к классу С законов а 
Е (2%; ) ^, ) * .Е 9; № о" *, р 2} 
(0 оао норе) 


* Существуют безгранично делимые законы распределения, которые цели- 
ном раскладываются на простые компоненты (в счетном числе). Таким яв- 
ляется, например, закон распределения с характеристической функцией 


= — (0 «< 1). Действительно, с одной стороны, 
1 —<ае 
со 
07 
п Не р ее РЕ 
Ка) и 1— ве к П=1 


т.е. 7(1) безгранично делима; с другой ое всилу известного тождества 
Эйлера 


в=0 
п справа стоит произведение простых характеристических функций. 
Недавно Р. Г6уу показал, что существуют безгранично делимые законы 
распределения, раскладывающиеся в произведение конечного числа про- 
стых компонент (даже двух). 
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(и значит также сопряженных с ними) при специальных ограни- 
чениях, накладываемых на числа 01,0», ..., бл. Почему понадоби- 
лись эти ограничения? После того как было доказано, что харак- 
теристическая функция всякой компоненты закона (1) имеет вид 


ехр (ги —- № бля (21! — 1)), (2) 


Ап< 9 


где коэффициенты а, вещественны (теорема 1 $ 6), задача заклю- 
чалась в следующем: исходя из того, что функция (2) характери- 
стическая, т. е. что все коэффициенты ее ряда Фурье неотрица- 
тельны, доказать неотрицательность всех @л,. Действительно, 
тогда всякая компонента закона (1) была бы законом того же 
вида; значит, закон (1) не имел бы неразложимых компонент, т. е. 
принадлежал бы к классу С; с другой стороны, если бы в (2) хотя 
бы одно @л, было отрицательным, то (2) не была бы безгранично 
делимой характеристической функцией (см. сноску* на стр. 110) 
и, значит, не могла бы принадлежать к классу С, а тогда и за- 
кон (1) не принадлежал бы к этому классу. Упомянутые ограни- 
чения (в теоремах 2 и 3 $6) позволили доказать неотрицатель- 
ность чисел ал,, поскольку этими ограничениями исключалась 
компенсация влияния а рг1ог1 возможных отрицательных ол, влия- 
нием других, положительных. Однако в общем случае влияния 
различных од, на значения коэффициентов ряда Фурье функции (2) 
могут переплетаться. Возникает вопрос: не будут ли и в общем 
случае все ал, необходимо неотрицательными? Иными словами: 
не будут ли законы распределения (1) принадлежать к классу С 


для всех систем положительных чисел 91,9.,...,бь без исклю- 
чения? 

Естественно рассмотреть прежде всего случай, когда все с; 
(/=1, ..., Ё) целые. Делая в (2) замену е" = 2 и полагая 1 = 0, мы 


приходим тогда к следующему вопросу: пусть р(2) полином 
с вещественными коэффициентами; необходимо ли для неотрица- 
тельности коэффициентов ряда 


, 


со 
®. 
ет(2) — № а,2п, (3) 


п=0 


чтобы все коэффициенты полинома р(2) (за исключением свободного 
члена, не играющего здесь роли) были неотрицательными? 

Этот вопрос, а вместе с ним и вопросы, поставленные выше, 
решаются в отрицательном смысле: существуют полиномы р (=) 
с коэффициентами разных знаков, такие, что в соответствующих 
им рядах (3) все коэффициенты положительны. Такими являются, 
например, полиномы р(2) =1 | $ —&2? + 23| 54 для всех доста- 


точно малых положительных © (именно, удовлетворяющих неравен- 
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+ 


ству ют). Действительно, прежде всего нетрудно проверить 
непосредственным вычислением, что для значений а, удовлетво- 
ряющих указанному неравенству, полиномы р? (2) и р3(2) имеют 
положительные коэффициенты... Отсюда следует, что тем же свой- 
ством обладают и все дальнейшие степени полинома р(2), ибо 


р? (=) = (р?(2))*, а р?и+1 (2) = р8 (2) (7 (2))=-1. Но 


ее 4 (а) НЙ РИ +... 


Таким образом отрицательный член в ряде Тейлора для е?() мог бы. 
возникнуть только от члена — 4.2? полинома р(2); но при «а я 
он компенсируется членом (5 —«) 2? полинома Е 3 

Этот пример приводит нас к следующим выводам: 

1. Класс С не замкнут относительно операции компониро- 
зания. 

Действительно, если бы компонирование законов класса С не 
выводило за пределы этого класса, то в`нем содержались бы все 
без исключения законы вида (1), что опровергается приведенным 
примером. Последний дает возможность и конкретно указать два 
закона из класса С, которые при компонировании дают закон, 
не принадлежащий к этому классу. Такими законами будут, на- 
пример, 


(в) = (7:1). В.) Е (3; 1)*Р (=; 1). 


Действительно, оба они содержатся в классе С (первый — в силу 
теоремы $3, второй — в силу теоремы 3 $6). С другой стороны, 
закон Ё(х) = Е, (2) * Е.(х) имеет характеристической функцией 


. . . . . . . . х 
ве ее 3 оафеЙ — обРИ + 9 АЙ Пара. рый (в р. +) 
о, 


и так как первый множитель в правой части не безгранично де- 
лим, то Ё(х) не принадлежит к классу С. 

2. Целые тарактеристические функции, не имеющие нулей, не 
‚обязательно безгранично делимы *; более того, среди них имеются 
и простые. 

Действительно, если бы все целые характеристические функции 
без нулей были безгранично делимы, то в (2) ни одно из ал„ не 
могло бы быть отрицательным, в противоречие с приведенным 
выше примером. Существование простых целых характеристических 


* Интересно отметить, что предложение, обратное к отрицаемому, верно: 
с помощью теорем $1 можно доказать, что целая безгранично делимая харак- 
теристическая функция не имеет нулей. По этому поводу см. мою заметку 
«Одна теорема об аналитических характеристических функциях», Известия 
Научно-исслед. института математики и механики при Томском гос. универ- 
<итете им. В. В. Куйбышева, т. 2, 1938, вып. 1. 
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функций без нулей вытекает из существования не безгранично 
делимых таких функций, ибо не безгранично делимая характери- 
стическая функция имеет по крайней мере один простой дели- 
тель, и если она целая и без нулей, то он также обладает этими 
свойствами. 

Таким образом предположение, что класс С содержит все це- 
лые характеристические функции, не имеющие нулей, оказывается. 
неверным. 

Дальнейшее исследование вопроса об объеме класса С должно, 
как мне кажется, преследовать прежде всего следующие три цели: 

1. Дать полный список законов вида 


п 


а ыы) * ПР(2#; в), (6) 


принадлежащих к классу С. 
2. Выяснить, существуют ли в классе С законы с целыми ха- 
рактеристическими функциями, не содержащиеся среди законов (4). 
3. Выяснить, существуют ли в классе С законы с нецелыми 
или даже вообще неаналитическими характеристическими функ- 
циями (например, выяснить, принадлежит ли к классу С закон Коши). 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 4. У. 1937. 
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О. ВАТКОУ. ОМ ТНЕ БЕСОМРОЗТТТОМ ОЕ 6А0$5 АМЮ РО15$0М ГАУб. 
ВОММАВУ 


ТЬзз рарег 15 4еуоце4 10 зоше фаезНопз Беопетте 40 1Не агИи\- 
шейс о! а1зиаБайов ]а\з. 


1т Ве $1 Т сопз14ег фВе апа1уйс спагасбемзме Гапсымопз апд. 
ргоуе Ше ГоПо\аио 6\0 \Теогетз *: 


ТНЕОВЕМ Т. /] Ше сйагасаетзиес рапеноп }(1) тейадеа зо те 
ФО 1а® Р’(2) 15 тевщаг т 1е стёе |1|<В и в5 тевшаг 


т ее Теогетз ууеге оЪ{алте4 (Ъу апс\тег мау) а1з0 Ъу Р. бу у [ее (3)]. 
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а$ же т те йе ятр —В < < В апа 15 гергезетей т Ии5 


со 


тр $у те пщеста ы аЕ (т). 


ТНЕОВЕМ П. 1} Ше сйагаслетзис тейоп 1 (1) 15 гевщаг т те 
ямр —В<31< В есету тет ай15ог | (1) 18 тевщаг 100 т ИЦиз 
тр апа ше тёаиоп }(1) = Н(Ь(&) (и (0 апа Ь(®, Ше срагас- 
Фетзис рипсиоп$) ей 1аЁез расе ог теай #& 15 зтие т фе фрые 
$и7р. 

Тре ргооЁ о{ 1езе 1Ъеогетз 13 Базей оп 1Ъе !оПо\йай м0 
1етлтлаз: 

ГЕММА 1*. 1} }(1) 15 Ше слпагаслетзис ритсиоп теадеа 10 11е 
Фятфиноп 1аж Е(2) апа 1®^ (0) е2151$, йе тотет о} огаег 2К 
р \ д2® ЧР (2) 

е1151$ аз %еИ. 
ГЕММА 2. [} Ше @ятфииоп а» Е, (х) 18 йе сотропеми о] 


со 
Фятфииоп (аж Е(х) апа, рг зоте с =0, 1е ищерта ан АЕ (х) 
—с5 
со 
ел151$ те ищертй \ е*= ЦР, (х) {ют &й15 © а[50 ехл51$. Мотеосег {йеге 
= .2) 


ате (№0 питфегз а>0 апа С 0 поё 4ерепатз от в рот ваей йе 
тедиашу 


\ ев) == Сей“ \ е"х ЦЕ (х) 


[акез расе. 

шт ще $2 Т шуе \1е ргоо{ о! 1Ве Сгашеёг’”з 1теогет оп Ве 
4есотрозоп о! Самзз Па\з [зее (1)] умВаев 1$ Базе проп \е 
Гетта 2 0# $ 1 апа — 11 \№13 рагё — 13 зарег {Вай Ве ога] 
ргооЁ о! Сгатаёг ватазе. 

т Ще $3 15 чует ше Крицевше’$ ргооЁ оЁ ту \Теогешт оп 
ще Чесотрозилот о! Ро1ззоп Та\з [зее (4)]. Тье знарИйсайот 1т 
сотраг1зоп УЦЬ шу огзолта| ргоо! со131543 ш Ве гер1асетепть о! 
спагасфег1з с шисмотз Бу Гапсйопз-сепегаиах оЁ Гарасе. ТВаз 
21уез 4Ве роззфИцу $0 ге[ег 40 \1е геаду гези {гош Ве @азз1са1 
{Веогу о! зпстеазе о{ епге ГапсИопз У\Вегеаз ш шу оталта| ргооЁ 
118 гезф Ваз Бееп 1п Тась гергоуе4 1п {егиз оЁ епйге рег1о@1с 
писйоп$. 

ТВе 55 4 апа 5 аге деуобей 10 1№е ргооЁ о! 4\0 свагасбеняис 
ргорегез оЁ{ Сашзз апа Ро1ззоп 1а\з. ш № $4 Ще юПо\мшя 
(Теогет 13 ргоуе4: 1} ехегу сотропетё о] 41е аесотроза йе @ятьфи- 


* Зее Р. Ь6Уу, Са!си] 4ез ргофафИ\е6$, р. 174—175, Раг1з 1925. 
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поп 1аф Е(х) 15 сотатей т а1е ацре ор 15 а, в. е. Ц И сав 


фе гергезетей т \1е рютт Е (===) ирВеге 0 с>0, Шеп Е (т) 


$ Фе Саи; (аж. Шт Ме $5 Ще ЁоЦо\млие (Веогеш 13 ргоуе4: 1} {йе 
спагасетзис }ипсйоп }(+) Ваз ап трпиу о} поп-едилощетр агг1- 
5075 * апа атопе апту 1%о о} тет зоте опе 13 аплаеа Бу йе ой йет, 
1(@) 15 те сйагачлетзис рипсиоп еййег 0} Саиз$ ог о] Ро1550т от 
о! соптивае ** 10 Ро1550т [а4т. 

т Ве $6 Г ргоуе фе ГоПо\мутае гее Феогетз \ЪаеВ слуе фе 
сопз1Аега ]е сепега12амопй ап ех{епйоп о! 41е геза оЁ фе $3. 

ТНЕОВЕМ 1. [е 01, 0.,...,0& Фе атфигагу розиьее питфегз, 
93 9.<... Зв, ап4 А (51,...,08) Фе питта розее тоаш 
фей сотат$ Тезе питфетз, Тай 1$ Ше её 0 питфегя 
[1191-Е 155. +... Е [в9% фйете (1,15, ...., в таерепаеп у (тив йе оу 
тезиченоп ПЕ... +1, > 0) гап осег аЙ поп-пезаее ищевегс. 
А5 А (01,...,0%) Раз по рпие Пти-роймз 50 фе тау аггапее и т 
{йе атетеаяте ‘зедиепсе "Ао Ак. < А Гл вое 
сотропетё о} те изтфииоп (ат 


И — 1 ра 2—1 
о зд ужа АСВ 
ЕЕ (Им, ) * (И, ЕС : 5») 
(оо 1-й) 


Пете Е(=5^) ате фе Ро15501 14%$ (зе — апа 
с о 

йе зутфо{ * 4епо1е; йе орегайоп о} сотрозилот (ог сопсдипоп, 

ог «Райипз») о} @ятфиинопт 1а%$, паз 11е спагасдетзис ритспоп 

0} йе отт 


ехр`( #1 = к бл, (© — 1) ) 


А 5 
Фе сое}Нстептл$ ап в\, Бете ге. 
ТНЕОВЕМ 2. 1] в,,0»,...,0к (О 06-... < в,) аге Ппеатиу 
гапопаЙу зтаереп4епе фваё 15 по тааноп 


ГАЗа Е 73а НН... Нгидь = 0 ([та| га |... Нк! > 0) 


ий тапопа] гу, то, ... ть Фамте асе 4йеп те Фзтфинот 15 
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* Г саШ [\0 свагасцег1$ с лисв1опз }, (1) апа 1, (#) ефитуел \Веп Бебмееп 
ем 1Ве гейамоп оЁ Фе Готма 
(0 =", (Й (а гай) 
{фаКез р|асе. 
** 1 са {Ме соп]авае 1а\у 40 \е 1а\ Е (2), Пе 1а\ Е (2) =1—Е( — 2). 
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йасе сотропеп1$ оу оЁ те зате т 


ВР (АА) в (Аа). 


;фрйете 0; = 0, и И 
ТНЕОВЕМ 3. Те финнов [а%$ 


Е =Е(—^; м)*Р(— ";л,)*. оз (че бы) р 


;фйете 01,05,....0, ате атфИигату розилее питфет$ далей заиз5ру ай» 
сопайлоп 


С: = 5 = они Св == 251, 


Васе сотропеп1$ ошу о} Ше зате рогт 


о ы и. ый о ‚)* ей (7% м), 


йеге 5; — Е 

Тве ргоо{ о! Ъезе {Веогетз 13 Разеё оп ще 1оПо\лае 1епила 
У\1еВ о1уез {Ме сепегатайой о{ опе Кпо\и шедаа у допипо Ше 
геа] рагб 0{ апу епиге Гапсймой Уи Те сое 1стет(з оЁ {Вет Тау!ог 
зег1ез ироп Коитег зеглез о{ елштге ас реглод1е гапо10п$. 


Е, (5) 


ГЕММА. Ге 1 (1) ^ № @& (Л) ей фе ап епите атозё репойс 


71—09 


ипсйоп ап@ А(г)= шах Зй(и- и). Тйеп ]ог евегу в ИШе 


педийну 
[а (^) е-* + а(— ей" | < вах {4А (5), 0}1— 2% (0) 


заКез расе. 

Те $ 7 13 деуобе4 10 Ше 41зсизз10п о{ Ще с]азз оЁ а1зчБайоп 
|а\мз_ \ЛысВ Бауе по 1п4есотпроза е сотропеп{з (Т са 1 Ъе с1азз С). 
[ ргоуе {паф (№15 с1азз сопба!з поб а] ФЪе а1зиБайоп 1а\уз оЁ Ме 
Рога 


А, жел, ...*Р (ВА). 


Его 113 и оПо\з {Ваф 
1. Тре с1азз С 13 поё с1озе@ 1ш гезресь оЁ 11е орегашоп о! 


сотрозИлоп о{ а1зиБаноп 1а\з. 
2. Тьеге аге поп-ипфоип4ед1у 91у15Ше (ап@ 1 рагисшаг шде- 
сотрозаЫе) 1з"амоп 1а\з Ваушя епИге свагасцег1з Ис апсИопз 


\ИЦРоць 2егоз. 
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ЕтаПу, [Г риф Тог\уага 4е !оПо\аюе \тее ргоетз: 
1. То влуе а сошр1ее 1136 оЁ а1зиарамоп 1а\мз оЁ Те !огт 


ы 


и [= №) ПЕ" м) (4 
#—1 1-1 


бь 1 


сопалтей 11 Ме с1азз С (С (5) депофез Ве погта! 913 оп 1а\). 
2. То гезо]уе, упешег 1еге аге ш \№е сазз С а1зифайоп 
\а\з УИ епиге сВагасфегазс апсМопз поф сопашей атопе Ме 
Физ Бимоп 1а\з оЁ 1е {ога (1)? 
3. То гезо]уе, уветег {Веге аге 1п Фе с]азз С ал тра оп 1а\з 
\ИЪ поп-епиге ог зепегаЙу поп-апа!у41е спагасегзме Гапсйопз 
(Гог п$бапсе, \\е Саисву 1а\)? * 


* Тве гезаМ5 езфаБИзВей 11 4№е ргезепф рарег \уеге ор{атеа Бу ацТог т 
Те уицег оЁ 1936. Зшсе а Чите Раи1 1.6уу Вай раБИзЪеа зеуега\ по{ез апа 
агИс]ез сопбайите зоте \Веогетз \Ъ1сй о1уе а паев 4еуе!оретеп$ {0 зоте 
5{ 1Пезе гези!5. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОГГЕТЕМ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ РЕ 1/0 855 


С]аззе ез зс1епсез Отделение математических 
тааю6таиаиез г па{игеПез и естественных наук: 


“с 
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ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ РЕШЕТ ИЗМЕРИМЫХ В 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Доказано, что всякое решето, составленное из измеримых В 
гребенок, можно преобразовать так, что все цепи его не пусты. 
Это свойство применено к исследованию вопроса о строении эле- 
мента класса «11 относительно содержащего его элемента 
класса о. 


Эта работа посвящена изучению элементов класса & и вопросу 
о взаимоотношении между элементами классов х и а 1. Для 
этого следует предварительно рассмотреть одно свойство решет, 
элементами которого являются В-множества (элементы) каких-то 
определенных классов. 

Пусть Л— прямоугольник, стороны которого параллельны осям 
координат, а @— элемент класса ©, расположенный на верхней 
стороне прямоугольника Л. Множество всех точек прямоуголь- 
ника Л, ортогональные проекции которых на соответствующую 
сторону входят в ©, называются а-гребенкой. Это, очевидно, 
плоский элемент класса &. Система гребенок таких, что: 1) две 
гребенки либо не пересекаются либо одна лежит целиком внутри 
другой и 2) каждая гребенка входит не более чем в конечное 
число гребенок, — называется гребенчатым решетом. Гребенка, 
не входящая ни в какую другую гребенку решета, называется 
гребенкой ранга 1; гребенка, входящая в А —1 гребенок, — гре- 
бенкой ранга А, подчиненной всем гребенкам, ее содержащим. 

Пусть гребенки решета — элементы классов в’. Если 9. наимень- 
шее число, большее всех чисел &’, то решето называется &-гребен- 
чатым. Множество @, лежащее на оси ОХ, определяется &-гребен- 
чатым решетом, если оно является проекцией плоского мно- 


жества 0: 

нь Ра 
где 52) — сумма всех гребенок решета ранга А. Последовательность 
гребенок решета таких, что каждая последующая содержится 


в предыдущей 


1 2 1 
Е а 
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называется цепью. Можно всегда предполагать, что диаметры 
гребенок с возрастанием ранга стремятся к нулю и, следовательно, 
существует не более одной точки, общей всем гребенкам цепи. 
Если такая точка & существует, то мы будем говорить, что цепь 
к ней сходится. В противном случае мы будем называть цепь 
пустой. Кроме того, мы будем предпомегать, что решето упоря- 
дочено, т. е. что проекции на ось ОУ гребенок 1-го ранга, а также 
гребенок ранга А, подчиненных одной и той же гребенке ранга А — 1, 
образуют простую возрастающую последовательность отрезков. 
Известно, что всякое решето можно привести к такому виду. 

Мы докажем лемму, которая ляжет в основу всех наших 
дальнейших исследований. 

ОСНОВНАЯ ЛЕММА. Пусть дано &-гребенчатое решето, опре- 
деляющее множество Е. Разбивая каждую его гребенку на счетное 
нисло гребенок и отбрасывая, быть может, некоторые из вновь 
полученных, мы можем получить новое д-гребенчатое решето, 
определяющее то же множество и не имеющее пустых цепей. 

Для обычного прямоугольного решета, для решета, гребенки 
которого — замкнутые множества, сформулированное предложение, 
очевидно, имеет место. Мы предположим, что оно имеет место для 
всех чисел а’ < а, и покажем, что тогда оно остается верным п 
для ©. 

Пусть Е есть А-множество, лежащее в Л., а С. — плоское 
а-гребенчатое решето, его определяющее. Всякая гребенка решета С, 
есть элемент класса &’ < &. Предположим, что все гребенки ранга А 
перенумерованы, и пусть д п-ая гребенка ранга А; д® А 
а’ а. Следовательно, 


со 
(1) = (В. 
о П а э 
1=1 


т) дао 
и = о Ат.т,.. пр 
т.т... 


(т р 
причем рН гребенка, которая проектируется на ось О) 


. р 
в тот же отрезок, как и гребенка м” Кроме того, 


Е. й = 
И Е — @1 ао О. СТОЙ: 


—— (п 
Система всех гребенок а при постоянных А и п является 


а-гребенчатым решетом, определяющим множество, в которое 
проектируется на ось ОХ гребенка Л. И-так как а’ < “и, мы 
можем предположить, что решето это приведено к такому виду, 
что все цепи его не пусты и что каждая цепь определяет одну 
точку соответственного множества (очевидно, что каждая цепь 
сходится не к точке, а к отрезку, параллельному оси ОУ). 


Рассмотрим теперь Ё вложенных последовательно друг в друга 


ы 1 2 р 
гребенок о А =) И Мы заменим решето С, новым 
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Е 
решетом Св, В С = 9, заменяя каждую о.-гребенку и гребенчатым 
—^ @п,). га п») д (№) 


м ЛЬ ск’... зв”. Это множество содержит, оче- 
видно, И и является суммой счетного числа непересекающихся 
гребенок и, = А, тр ани у МЫ ини гребен- 
ка 80 является элементом класса а” меньшего &' -^ а, я = чм”, 
&" < а’ < а, так как В дели РО 

т ... т 


© В’ 
Докажем, что множество всех гребенок о * построенных для 


т 
[2 
всех У х образует решето. Для этого достаточно показать, что 


две гребенки либо не пересекаются, либо одна лежит целиком 
внутри другой. Гребенки одного ранга Ё не пересекаются по по- 
строению, так как решето С, упорядочено. Остается рассмотреть 
гребенки различных рангов. 


Пусть и 8 57 такне гребенки, причем А < г. Первая из них 


является, как указано выше, пересечением К, а вторая г множеств. 


Если каждый из первых А множителей гребенки 802 содержится 


7 
существует такое число АЙ, что множитель номера р для гре- 
х(т) 


бенки бр, не подчинен множителю номера й для гребенки о », 15) 


в соответственном множителе гребенки 5) то НХ Если же 


эти множители, а следовательно, и гребенки 8) и 87) не имеют 
ни одной общей точки. 


Решето Св, образованное множеством всех гребенок ое, опре- 
деляет то же множество Ё, что и решето С,. Действительно, 
множество Ё, очевидно, входит в множество ©, определенное 
с помощью Сз, так как каждая гребенка ранга № решета С. по- 
крыта суммой счетного числа гребенок ранга А решета Св. Пока- 
ем, что и обратно @С Е. Пусть 42 точка множества ф, а &— 
точка соответственного плоского множества, которая проекти- 
руется в 4. Тогда существует цепь гребенок решета Сз, схо- 
дящаяся к ё: 


^ < (1 
а а. 


: С С(® 
Множитель номера 1 всякого элемента нашей цепи Е, 


является частью множества Л”. Точка &, общая Е ВН 
там цепи 5), принадлежит поэтому всем множествам Л", а сле- 


довательно, и их пересечению йо. т. е. гребенке решета С.. 


И, значит, точка & принадлежит цепи решета С»: 


ыы ее 


следовательно, & принадлежит множеству, проекция которого в Л»; 
входит в Е, и ©ФСАЁ, откуда ф=Ё. 

Покажем, что все цепи решета Сз не пусты. Рассмотрим пропз- 
вольную цепь 


а: МЕ 
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= Е : 
и возьмем наименыний прямоугольник, содержащий гребенку 5, 


диаметры прямоугольников стремятся к нулю (как и диаметры 
гребенок решет С, и Св) с возрастанием А, и потому существует 
единственная точка $, общая всем прямоугольникам, соответствую- 
щим гребенкам нашей цепи. Мы покажем, что точка & принадле- 


жит всем гребенкам рассматриваемой цепи. Рассматривая множи- 


тели номера # для всех гребенок нашей цепи о ) А—Ь, заметим, 
что последовательность этих множителей образует цепь 
а о 
решета, определяющего проекцию в Л. множества и По пред- 
положению всякая Цепь этого решета не пуста и определяет 
только одну точку соответствующего множества. Этой точкой может 
быть, очевидно, только проекция точки & в силу того, что диаметры 
гребенок стремятся к нулю, следовательно, точка & принадлежит 
всем элементам этой последней цепи. И так как это имеет место, 
каково бы ни было #, то точка & принадлежит всем элементам 5) 
рассматриваемой нами цепи решета Св, и, следовательно, эта цепь 
не пуста и сходится к точке &. 
Перейдем теперь к преобразованию решета С,. Каждая гре- 
бенка Л этого решета покрыта суммой счетного числа гребенон 


ранга А решета Св: 


о ея У (Е). 


2 | 
Разобъем треознку д ) на счетное число слагаемых, рассма- 


В ©® 
тризая, каково бы ни было [, пересечение и ВЕ отдельную 


гребенку: 
и в) 50 
Аи’ = У". е 


(1 А(* 
Гребенка Ат и 01 ) является плоским элементом класса менышего д. 


и о его на ось ОУ (если оно не пусто) совпадает с проек- 


(0 Зее. ь 
01’ окажутся такие, 


со 


цией д” . Если среди новых гребенок А» 


которые не содержат точек плоского множества ИП у 0 то мы 
5—1 П=Е 


их отбросим. Совокупность всех оставшихся после этого гребенок 
(®) (а ь ] р ; г 
^.5° как легко видеть, образует а-гребенчатое решето С., 
определяющее то же множество Ё, как и решето С.. 
Покажем, что все цепи решета С. ие пусты. Действительно, 
каждой цепи решета С”, 


(АН) ИА ль о и 


соответствует цепь решета С 


> ® х(# 
т У о а. 
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которая, как мы видели, не пуста. Рассматривая, как мы уже 
делали выше, множители номера 1 для каждой гребенки мА В ==, 
последней цепи, мы увидим, что эти гребенки образуют цепь 


Ра 


> (т м) ый 


Ат, ... И Е > А т. Та) +++ 


которая не пуста п сходится к вертикальному отрезку множе- 


ства им С другой стороны, все элементы последней цепи явля- 


ются множителями гребенок $ ; поэтому все они а точку &. 


Следовательно, и соответствующий отрезок гребенки о содержит 

точку 5. Так как это имеет место, каково бы ни было число $, 

точка & входит во всякий элемент рассматриваемой нами цепи 

решета С». Следовательно, эта цепь не пуста и сходится к точке & 
а 

Применим доказанное свойство измеримых В-решет к изучению 

строения элементов класса а. Пусть Е такой элемент. Тогда 


П х Ет,п,...щ.э Причем Епп....п, элемент класса меньшего, 
Е=1 П1:П»...П}; 


чем а. Систему всех множеств Ен.п....и, мы будем называть обра- 
зующей системой множества Е. 

На основании леммы можно всегда предполагать, что все цепи 
этой образующей системы не пусты. Кроме того, легко показать, 
что, выбросив из Е не более счетного числа точек, можно привести 
его образующую систему к такому виду (сохраняя при этом 
непустоту цепей), что каждое образующее множество Ёп м,... п 
ранга А содержит в точности счетное (неконечное) число образую- 
щих множеств ранга А--1. Вспомним теперь, что пространство 
Бэра Л». (множество всех иррациональных точек оси ОХ) может 
быть представлено как пересечение сумм интервалов Бэра: 


У У Ап, п... ль + 


В=1 п, п....И 
Интервалом Бэра ранга А называется интервал 


по т 


п: э п.+: 
Ре рее 
к 1% пут 


п. 


Все цепи этой образующей системы интервалов не пусты. Таким 
образом мы видим, что образующая система элемента Ё совершенно 
аналогична образующей системе пространства Бэра, только интер- 
валы Бэра здесь заменены множествами Еим,.... Следовательно, 
всякий элемент любого класса & можно рассматривать как про- 
странство Бэра. Все свойства пространства Бэра, вытекающие 
из его конструкции, и все связанные с ним понятия могут быть 
распространены на элемент класса ©. 


ИМЕН, Серия математич., № 1 о 
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Так, можно ввэсти понятие интервала` или порции (часть Е, 
высечэнная образующам множеством Епп,...п, ), Понятие категории, 
области, замкнутого множества, — вообще, исходя из элемента Е 
и его порций, можно построить на нзм всю классификацию Бора 
таким жз образом, как это дэлазтся на бэровском пространстве. 
Существенное отличие того, что происходит на элементе Ё, от того, 
что мы имеем для пространства Бэра, заключается в том, что 
категория и классе относительно Е лежащего в нем измерим ого 
В-множестза & зазисит от образующей системы множгства Е. При 
изменении этой образующей системы может изменяться категория 
и класс множества @ относатэльно Е. Однако изменения класса 
происходят в опрэдэлэнных пределах. Мы остановимся на рас- 
смотрении предэлов изменения класса множества @& относительно 
Е и дадим необходимое и достаточное условие для того, чтобы 
множество @ было элементом класса &«--1 (в обычном смысле). 

Пусть Е элэмент класса &, заданный образующэьй системой 
уд Часть множества ЕЁ, высеченную каким-нибудь обра- 
зующим множеством Е» п...т,, Мы назовем а-порцией п(Е). 
Сумма счетного числа а-пэрций называется &-областью. Множество, 
которое, как и его дополнение относительно Ё, является суммой 
счетного числа &-порций, называэтоя множеством класса 0 отно- 
сительно В. Дополнение относительно Е области называется 
а-замкнутым множеством Р(Е). Далее мы можем получить мно- 
жества С.(Е), Е.(Е), Ее. (Е) ит. д. Пусть Ф©СЕи © < 6.(Е). 
Легко видеть, что если @ число первого рода, то ф < @&, 
а если & число второго рода, то © < 61 (&- 1). 

Докажем теперь следующее предложение: 

Пусть Е =@]0. и е,,е.,...,е.,... счетное число множеств таких, 
что и СЕ и е, отделимо от Е —е, при помощи элемента класса 
< а— 1, если а. число перзого рода, и при помощла элемента класса 
< а, если а число второго рода. Тогда сущестзует такая обра- 
зующая система множзстза Е, прл которой для всех пе, (Е) =0. 

Мы рассмотрим только тот случай, когда а часло первого рода, 
так как доказательство для второго случая совершенно такое же, 
как для первого. Пусть элемент Е задач образующей састемой 
а и Е.» сумма всех образующих ранга А. Каждое Ел п,...п» 
является элементом класса <“ &—1. Для каждого множества е„ 
существует элемент Н„ класса 8, В а —1, такой, что е, С Н, и 
Ни, (Е — е,)=0. Мы разобьем каждый образующий элемент 1-го 
ранга Ё„, на счетное число элементов, выделяя в отдельчый эле- 
мент часть его, заключенную внутри Н\1: 


Ев, = Ев, + Н1- (Е —Н\). 
Е», — Н! каким-то образом разбато на сумму элементов класса 


“ а—1. Перенумеровав все множества, на которые разбита таким 
образом совокупность всех множеств Ё„,, мы получим новую 
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систему образующих 41-го ранга: Ё. = ЗЕ Всякое множество 
Еъп,...п, ранга Ё также естественно разбивается на счетное число 


слагаемых, так как часть его, лежащую внутри какого-нибудь 
множества Ё»; мы рассматриваем как отдельное множество, и 


таким образом мы получаем новую образующую систему мно- 


жества Ё: Л Оставляя без изменения образующие 1-го 
ранга этой системы, мы разбиваем на счетное число: слагаемых каж- 
дое образующее ранга 2 (и выше), выделяя в отдельный элемент часть 
его, заключенную внутри Нь: 


Епт, — Ант, \ Н» Е (Ел т, в Н.›), 


и получаем новую образующую систему множества Ё: | Пи ь } : 
в>5 


Поступая последовательно таким же образом для каждого А и 
отбирая затем совокупность образующих ранга А, полученную 
при А-ом шаге, мы получим образующую систему для множества Ё: 


® 

Е Однако эта система может иметь пустые цепи; но со- 
гласно доказанной выше лемме, разбив еще раз каждый из элементов 
этой системы на счетное число слагаемых, мы получим новую образую- 


щую систему О ВВ для множества Е, цепи которой не 
пусты. 

Покажем, что если Е задано этой образующей системой, то, 
каково бы ни было А, (1 ве» (Е) =0. 

Действительно, множество Н» отсекает от Е некоторое число 
целых образующих ранга А. Сумма всех образующих Ей п,...п) 
ранга А, лежащих внутри Нь, отсекает, очевидно, от Ё мно- 
жество е», и, следовательно, множество е, является суммой счет- 
ного числа порций множества Ё одного ранга А и, как легко 
видеть, отсюда следует, что (1 ее. (Ё)=0. 


Я. 


Условие неповышения класса: Для 10г0 чтобы мно- 
эсество ©, лежащее внутри элемента Е класса в, было мнозюе- 
ством класса не выше а, необходимо и достаточно, чтобы суще- 
ствовала такая образующая система множества Е, при которой 
1 © (Е) =2, если а. число первого рода, и при которой с1 © (Е) = 1, 
если & число второго рода. 

Мы проведем доказательство только для случая, когда 0. число 
первого рода, так как оно автоматически переносится и на слу- 
чай, когда о число второго рода. 

Доказательство необходимости. Пусть © множество, 
лежащее внутри элемента Ё, и 1 © =«. Тогда в силу известной 
теоремы о строении классов как 4, так и его дополяение СФ 
является * суммой счетного числа элемелтов класса <= а. Следо- 


* 1из1п М., Гесопз заг 1ез епзет]ез апа!уИчиез её 1еитз аррИсайопз,. 
Раз 1930, р. 76. 
9* 
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вательно, и дополнение Е— @ к © относительно Ё является 
суммой счетного числа элементов класса = о: 


6=Уе; Еф = № 


Фед а: 2] е = 9; 
в П р бт ть... Пу би == Е № бт, ть- т 
причем ен, п,...п; И @пл,..ь Элементы класса < а — 1. А тогда в силу 


доказанного выше существует такая образующая система мно- 
жества Ё, при которой все части, высеченные из него множе- 
ствами @пн,...пь И @п,..пк ЯВЛЯЮТСЯ множествами нулевого класса 
относительно Ё и следовательно, множества е» ие, — множествами 
типа (5 (Е). Итак, в этой образующей системе как множество ©, 
так и его дополнение относительно Ё является суммой счетного 
числа множеств С; (Е), следовательно, с1 © (Е) = 2. 
о 

Доказательство достаточности. Пусть © 6 (Е) < 2. 
Тогда как ©, так и его дополнение относительно Ё являются 
суммами множеств С. (Е), а множество С. (Е) не выше, чем эле- 
мент класса &. Следовательно, как множество ©, так и его допол- 
нение Сф являются суммой элементов класса не выше а, и 
ее: 

ть 

Легко видеть, что доказанное условие можно еще сформулиро- 
вать в следующей форме: 

Для того чтобы множество ©, лежащее внутри элемента Е 
класса &, было элементом класса &--1, необходимо и достаточно, 
чтобы, какова бы ни была образующая система элемента Е, 
© было на нем не менее, чем Е» (Е) [Сь (Е)] и чтобы существо- 
вала такая образующая система элемента Е, при которой 


Ф = Е» (Е), [© = 6, (Е), 


если & число первого рода [если & число второго рода]. 

Таким образом конструкция элемента класса о--1 внутри эле- 
мента класса & совершенно аналогична конструкции множества. 
в обыкновенном пространстве Бэра /,. Трудность построения эле- 
мента класса «--1 внутри данного элемента класса а заключается 
в том, что тогда как при изменении образующей системы простран- 
ства Бэра класс лежащего в нем множества не меняется, — при 
изменении образующей системы множества Ё класс меняется. 
Было бы интересно найти условия, достаточные для конструкции 
множества Ё» (ЕЁ) в некоторой образующей системе элемента Е, 
при которой оно является в точности элементом класса &-Е 1. 

Заметим, что класс относительно элемента Е содержащейся 
в нем части Е. © какого-нибудь множества © ие выше, чем класс 


мнозсества © в абсолютном смысле. 


ЗОВ 18$ СВТВЬЕ$ РЕМОМВВАВ!Е$ МЕЗОВАВЕЕЗ В 133 


Очевидно, достаточно показать это для случая, когда @ мно- 
жество нулевого класса. В этом случае ©, как и его дополнение 
СФ, является суммой счетного числа порций. Мы выделим в одну 
сумму все образующие множества Ё, целиком лежащие внутри ©, 
и в другую сумму все образующие, целиком лежащие 
внутри С.Ф. Легко видеть, что каждая точка множества ЕЁ вхо- 
дит в какую-то из этих сумм. Действительно, пусть х точка эле- 
мента ЕЁ; х входит либо в ©, либо вСф; пусть, например, С ®, 
следовательно, х входит в какую-то порцию множества & и так 
как длины образующих элемента Ё стремятся к нулю, то найдется 
образующее Е» п,...и,, лежащее целиком в данной порции мно- 
жества @ и, следовательно, попавшее в соответствующую сумму. 
Таким образом часть множества ©, лежащая внутри Ё, так же, 
как и ее дополнение относительно ЕЁ, является суммой счетного 
числа порций множества Ё, следовательно, 61 © (Е) =0 и для 
любого измеримого В множества Ё имеем с1 © (Е) = “6. 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 5. м1. 51937 
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Оп арреШе «респе» ип епзете {огтб 4ез зестеп{з арраг- 
{епап6 а ип гесбапо]е еб рагаП6]ез & ппе 4е зез с066$. Оп аррейе 
сг1]е реяпб ип зузб6те 4е реопез 4е1 фае 1) 4еих решпез дае]- 
сопфаез 4е се зузбёте зопф сопбепиз Гап 4аюз ’абте, оц, ац 
сошталге, п’опь раз 4е ро1лп(з сошилпз, её 2) свадие реше рейв 
@те сопбепи Чапз ип пошфге Япт ац раз 4е респез де пойте 
зузбёте. Оп ащ ал’ип решпе езё ип ресие 4е гапе Ё з’И ез\ 
сотщепи Ч4апз Ё—1 реюпез 4е пойте зузбёте. 51 1ез решпез ае 
по{ге сг1Ые зо0ф Чез 6]6тлег4з тезигаез В Чез сЛаззез в’ еб з1 
а. её 1е шошаге пошЪге Ни: оц 1тапз Ни! зиремеиг А {01$ 1ез а’, 
а1огз оп арреЦе се сгИе а-ре1т6. Зо 9 1а зоште Че {0из 1ез 
ре1спез 4е гапс К. А10огз ип епзетБ1е Е езё а6Ййи1 аи шоуеп 4 
сте 4оппё, 3’ езё а рго]ес\лоп 4апз 1е доташе Л, ае Реп- 
зет]е 


бб: ВНЗ. 


Оп аррейе сва1пе ипе заце 4е реепез 4е поме стИе— 
свадие ре1опте зи1Уапб вап сотцепи 4апз 1е респе ргёсё4етф. Моиз 
46топ(гопз ]а ргорг16ё зилуаше 4ез сгез респ6з шезига ]ез В: 

бой С. ип спе а-реаетё диз аврти Гепзет е Е. Еп а6сот- 
роза спадие ревпе еп ип потбфте Чёпотбта Ме 4е реёвпез её еп 
5зирритат реш-@йте диейдиез Че сез поисеаих регпез поиз роизоп$ 
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обет ип поисеай сп Ме а-реазтё аейтлззат 1е тёте епзет Ме Е 
её 16 чие, диеЁ ие зой 1а спайте 4е се су Ме, И еаляе ип рой 
арратепат @ 10из (ез ребпез 4е сейе спайте. 

Сейе ргорг16\б ех1збе Чапз 1е саз ой 1ез решюпез 4е поте 
сг1Ые $006 Аез гесбапо]ез ой 4ез епзетез Ёегтб65. Мошз Абтоп- 
топз аще 51 еПе ех1збе роиг 103 1ез а’ < а, ее гез{е епсоге рочг ]е 
поте о Пи-тёше. Мобз роцуопз 100]0тз заррозег дие поте 
сте 3016 ог4оппб, ©’ез{-А-дате фае 1ез ргодеслотз зиг Гахе ОУ 
Чез решпез 4е гапо 1 её шёше де гапо №, зафогдоти6з А ип шёше 
реепе 4е тапо & — 1, Гогтепь ипе зпор!е заЦе азсепаене 4е роги- 
опз. Еёапф 4оппб6 ап сте огдоппё а-реетё С., роиг 1е А@огтег 
4е тап16ге фае спадие сраше сопеппе ип ро1пф попз, гешр]асоптз 
4’аБог@ срадае в’-ре1ст6 4е гапз Ё (А) р 1а зоште 4ез ре!э- 


> (у 


а О ДО Л мова -Цл®, АО® = ма, 


(2) . 


ии м А) РА ав а о поте ргоргёев 
ех1з{е —_. 1е саз а’< о поз виррозопз епзице дие свадие 
И (Е, п Ихез) 301% ипе зотте 4ез @6теюёз ре1отёз Чез с]аззез 
106 т1епгез & а 4е тшаплёге фае сВадие сБайте соплеппе 4ез ро1пиз. 


Ато ДО Де... ДО =У м 5 ез6 ип а”-релстё, а” < а. 

Машцепарь поиз 46сотрозопз свадае резоте д еп ип пошЬге 

Ч6потаьтае 4е реепез де 1а татиёге зиуаще: д = УЕ Ы 
1 


3’ ехкие 4ез реотез Д.58? фар пе сопмеппеть 4е ропиз ае 
Гепзете р1ап 0”, пойз 1ез зиррешоойз 4е пойте сте. М№ из 
Ч6топ4гопз адие ]е ВВ Тогтб Чез 403 1ез реетез Д.58 д 
пе $01 раз зарргиюбз, роззё4е 1а ргорга6ёё впопсёе её а6йп 1е 
тбёте епзете Е. 


№5 аррПачопз 1а ргорг1 66 6бпопсбе аах 616теп{з шезигаез В. 
Зов Е ип 6\6тепь 4е с1аззе а, 


со 
Е =] хх Еп.т,.. паз РР в". ее 0 


А=1 п.п... Пр 


№15 арре]опз 1е зузёёте 4е {оз ]ез епзетЫез Еюп,...п, ЗУзфё ше 
Зепбгафеиг ае 1’епзешЪ] е Е. П’аргёз пофте ргорг1646, поиз 
ропуопз зиррозег 4ае свадае сайте 4е се зузёёте сопеппе ип 
ротоф её ип зеи1. М3 офзегуотз аие (51 оп ехе\аё решб-@те ип 
пошфге а6потЬгае 4е ро1п{з) Е езф оепа А рагит 4ез епзетез 
Еп,т,...пк Че 1а шёте шаплёге Чоп 1’езрасе 4е Ваше Л, езф оБ4епи 
а рагиг 4ез рогопз 4е Вате,—еф пойз сопз1А6гопз 1’616щепё Е 
(еп ехс]аапё рещ-ёые ип пошЪге Ч6пошЬгае ае рош\з) сошше 
ип езрасе апа]орие а |’езрасе 4е Ваше. А1огз, фощбе \№боме Чезег1р- 


уе Чез епзетаЪ]ез Чаюз |’езрасе Л, решё &те фгапзрогёёе 42атз 
Ре] 6тетф Е. 
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Оп арреЙе а-рогмоп де Е |’епзеш е Е. Ежи, ...п,; ОП сопз14ёге 
1ез епзошЬ]ез 4е с]аззе О геамуететь & Ё, Чи! з00 1ез зотатез 
Чез а-рогйопз, а1п51 диае 1еигз сотр16тепатез раг гаррогё & Е, 
1ез а-дотатез 4е Е, 1ез епзетЪ ]ез а-егиабз зиг Ё ес. Оп аш ие 
]а С1аззе 4’ип епзеш]е ФСЕ г@амуететь А Е езф 6сайе а а, 
1 6.(Е) = 4, 31 © е36 сопяташ & рагыг дез епзет ез Ё- Ем, ... пу 
4е шёше кшаплёге, да’ип епзешЫ]е 4е с]аззе & езё сопутиай 
& рагыг Чез рогмопз 4е Г’езрасе Лх. Оп 401 тетагачег чае а 
с1аззе @’ип епзет Ме © Сс Етеёайоетет а Е авреп4 аи зуяете 
эвпегмеит ае Е; еп сВапоеатф ]е зузбёше рёпёгафеиг 4е Е оп 
свапсе |а с]аззе 4е © геамуетепу & Е. 

№103 ропуопз 4оппег шаицепаю%$ ипе попуеПе {огте 4е стиёгиата 
4е поп 6]6уамоп 4е с]аззе: 

Роит 4и’ип епзет 4е © зйие 4апз ип @ететз Е 4е с1а55е & 
50й ип епзет Фе 4е с1а55е & аи риз И е5 песеззалте её зи зат 
ди’И ежяе ип 4е[ зуяете вепегиеит ае Е, дие Гоп а 1 © (Е) < 2, 
5 а’ е5ё ип потбте 4е ргетаеге езрёсе, её с1 © (Е) <1, $ а ея ип 
потфте 4е зесоп4е езресе. 

Оп ормелф себе соп@Илоп сошше ипе сопзёдиепсе 4е 1а рго- 
розИлоп зимуапе да’оп Чётопате 4гёз {асПететц: 

бой Е ип Ва ее, е,,...,е,... ипе зийе авпотфтае 4е; 
епзет [ез$ 1е15 дие «СЕ ее», е5{ з6рата/е ае Ее» аш тоуеп 
4’ип @втет ае с1а55е < &—1 (а), % в ея ип потфте 4е ргетаеге 
(сесопае) езрёсе. А1отз, И еляе ип 161 зуяете вепегщеит ае Е дие 
Роп а Че», (Е)=0 дие[Ё дие 50й п. 

Вештагаиоп$ епсоге дае 11а с]аззе 4’ип епзеш Ме штезигае В 
СЕ ге]амуететь & Е, 1 @(Е) её аа раз 65а]е А Та с]аззе 
4е © 4апз 1е зепз аБзо]а. 


а 
у т ь 
5 
В 
„.т\ 
т 
‘ 
и 
| 
= 
5 
т 
` 
1$ 


д из ЗА ВИЧАЙЬ Вр 


Е Ем 
УМ #и А, 
но м ыы ры ы ‘ВР т } Е 


3 а й > и В ме 
т АВЕ УЕ И: 1 ей ту ОХ. 
р 1 о У. $, зы РГ 58 
НН я р а кр У ‚ив ИМ 
ть ый д &% д ль че 
| в и ю оо еннА-й < а 
| ва. ААА т м ка 
ия Ч А ао ь рт а 


‚ а 


| 6 | АС ди ть НА м 2. 
РГ Ами 2 $ 5 | 
Пофи:— к У Ао, аи. 
к а оо 
и В " м 
Уи ОО И И бызон, и ие 
Ат 7 07 
А 
[Г 25 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОГТЕТ!М ОЕ ГГАСАРЕМТЕ РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 1/0 В35 


С]аззе 4ез зс1епсез Отделение математических 
ша вета {сиез еф пзфигеПез и естественных наук. 


м 


М. Л. ФРАНК 
0 ПРИБЛИЖЕНИИ МНОГОУГОЛЬНИКОВ УНИКУРСАЛЬНЫМИ 
КРИВЫМИ * 
(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 
Работа содержит исследование одной специальной последова- 
тельности кривых, заданных в параметрической форме и в пре- 
деле переходящих равномерно в контур наперед заданного мно- 


гоугольника. Названная последовательность—одна из простейших 
из числа удовлетворяющих поставленному требованию. 


$1 
Пусть задан многоугольник своими вершинами 
Мо (аз, 6%), М, (ал, 61), .-., Мт-1 (ати, Вт-1)- 


Уравнение прямой, соединяющей вершины Мь, Мь.:, может быть 
написано в виде: 


к __ (@а-Е @к) - (аа ав) (Е — 2) ) 
Е — 5) ? \ 1 
о (0) 
Пе — Б) ? ) 


причем точка &,1» находится на отрезке М» Мь.1, когда #& про- 
бегает значения 2—1 <= 2А- 1. 
Возьмем кривую: 


=т—1 
р (аа -- ак — 240) + (аа — а) (1 — 2К) 
2 — а хх 2 [4 (#— 2*)2"] ; 
Юта (2) 
(ыы бь — 260) | (был — В) (# — 2) 
— = з нь. 
те Хх а Я ) 


Кривая эта, как нетрудно видеть, приближается к заданному 
“ногоугольнику при возрастании ий и при условии, что ат =а% 
и 6.=6.. В самом деле, при 2—1 << 2А-Е1 выражение, сто- 


* Доложено на заседании Группы математики Академии Наук СССР 
27. ПГ. 1937. 
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ящее в знаменателе, 1 + (1 — 2^)?", стремится к единице и, следо- 
вательно, один из членов суммы 


(ана [7 Ч 240) ыы О — ах) (1 ЕЕ 2к) 
+ — 2%] 


Хь = 


стремится к &— а, и точно так же у» стремится к к — бо. 

Для всех остальных членов суммы (2) |1 —2Ё| >1 и, следо- 
вательно, при достаточно большом п их знаменатели безгранично 
возрастают и сумма их стремится к нулю. 

Для {=2А--1, что соответствует вершине Мь:: для прямой 
(1), мы получим 


2 и) 
= —_—_—__— 
е 2 
и следующий член суммы * 


(ав, = Ч 240) == (ал — ааа) (2 Ю 2) 
2-Е (2—2к — 2)" ] 


Тв — 


при том же значении $ =2А--1 даст 


@к,1 — 40 
Фет == ы 9 р 
откуда ть -- Хи: = Чк+1 — @5. 
Что касается остальных членов суммы, то для всех них знаме- 
натель бесконечно возрастает. 
То же самое имеет место и для ук -Р Ув. 


При # < —1 или при > 2т--1 все члены суммы стремятся 
к нулю и, следовательно, 


х—а-0; у— 6—0, 


т. е. точка кривой остается поблизости от начальной вершины Мо. 

Для упрощения вычислений будем в дальнейшем полагать, 
что Мо находится в начале координат, что не отражается на общ- 
ности результата. Уравнения (2) примут вид: 


Е=т-—1 
м (аъ + ак) + (авы — ак) (# — 2) 
Т = 
х 24-Е (2—9) : 
В =т-— (3) 


—н 


В 1 ее 3] ты (6,1 — Б,) (2 — 2%) 
2 [4 (#2 — 2%)" ] 


—-——— 


$2 


Переходим к выяснению порядка приближения. Для этого рас- 
сматриваем значение х—& и у— 1» для одних и тех же зна- 


чений {. Это дает нам отклонение точек М кривой от соответству- 
ющих точек М прямой. 
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Если отрезок ММ образует с прямой М,М»-, угол, величина 
которого не стремится к нулю при возрастании ий, то порядок 
величины ММ будет совпадать с порядком отклонения точек кри- 
вой от стороны МьМь+1, если брать расстояние перпендикулярно 
к стороне. 

Для полного исследования достаточно рассмотреть приближе- 
ние на участке между серединой стороны М» Мь-1 и одной из вер- 
шин и, кроме того, отдельно приближение около вершины М.. 

1° При # =2А, т. е. в середине стороны МьМьа, 


НЕ (ав: аж) + (а. — а») (1 — 2) __ @в.а + ав | 
== ы = = == == СА. 


Я 8 


Остальные члены уравнения (3), например 21, дадут 
= (ры Е а) и (@1-1 — 41) (2 — 20 
2 [1-Е (2% — 21)?" ] С 


Полагая, что для координат всех точек многоугольника 
1 <А и |< В 


и принимая во внимание, что |2 — 21| >2, получим 


> В 
12| < и 


от 


и следовательно, 


тА тВ 
— | Зт} ее 
или иначе, 
1 


и, очевидно, также и для у. 
2 При #=2Е--1— =, где О<=<1, т. е. между серединой 
стороны и вершиной Мь+1, имеем: 


о — ва о 6) 
и 6 
НЕЕ НАСА И 

откуда 
о (8) 
д 29а а вы (9) 


2 [4+ (1- =)" ] 
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Принимая во внимание, что 


О и. — 2 | 
1 12: 


(10) 
(1-е = [а+9: т | 


получим 


7 


[к — && | <; | ва | < 


о2тз * 
2 


Остальные члены суммы для любого [ дадут 


— (авы ой) + (ана — а) (2 1 =— 21) 
Е и | 


и так как [<А— 1, либо [> А--2, получим в первом случае 
2Е-+1—=—21>2, и во втором 2-1 —=—2/ < —3 и, следо- 
вательно, 


- д. 
[21| < т 


Таким образом низший порядок имеет величина хк+: и оконча- 


тельно 
) (и) 
и так же и для у. 


Из (11) следует, что приближение ухудшается с уменьшением =, 
т. е. для точек, лежащих ближе к вершине Мьу 1. 

3° При {=2А-1, т.е. для вершины М,.:, имеем, как уже 
было показано выше, 


в=ы-0( с 


Жк -- Хк+1 == ак 
и, кроме того, 


— (ааа - (аи — 4) (21—21) 


ых р от 
2 [+ (2-1 — 21)" 


и при тех же условиях, как в 2, [< А—1 или [> К--2, 
[21—21 | > 3, 
откуда 
А 
хи в - 
и следовательно, 
1 
2=Ь-0 (=) (12) 


и точно так же и для у. 
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Таким образом, около вершин многоугольника приближение 
получается наилучшим. Наибольшее отклонение получается где-то 
поблизости от вершины; к исследованию этого наихудшего случая 
мы сейчас 11 переходим. Для этого возвращаемся к 


В 


ра 
и возьмем Е = ты где & пока имеет произвольное значение. В этом 


случае для определения порядка знаменателей в формулах (8) и (9) 
воспользуемся приближенными выражениями для (1 — =)-2®и (1 - =)" 
при малых $. Из 


а А Е 22 [ РЕНИ В р 


о 
= 2105 | ПЕ? -- — ПЕЗ-Ь ... 
о 


получаем 
—2%, 2тз пе 2 пез... 2пе 5 Я) 
(веет 86 [ро еее |, (13) 
Аналогично 
(Ее = ее [1 пез пез и (14) 


[ор 
откуда при = -- 


Ре о ) п 
(ЕЕ =) 61 ++... |. | 


п т” 
Полагая & не зависящим от ий и пренебрегая малыми величинами 
1 
порядка выше _, получим из формул (8) и (9) 


[#2 [22 
7= 241 ЗЕ (Ча 5 а, а Зал (@ лено ал) п 


и после упрощения 


ыы [ дадите” а -| аа @ ро ак) (1 НЕ е”°) ] (16) 


” РЕ 
0х — 2% я Фик — $8 = 5% | с2*} 


Все остальные члены дадут, как мы уже видели, величины 


порядка о и, следовательно, в данном случае 
92% 


ечеено (т). т) 


а? аз 
7-4 ат т Ра ет 
При выводе формулы (16) мы пренебрегали величинами —— и -; 


по сравнению с единицей. Если бы @ зависело от п и притом 
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имело порядок выше или равный Ип, то такое упрощение было бы 
недопустимо. 
[24 
Такое предположение соответствует случаю, когда = = 1 где в. 


1 
опять не зависит от п, а ^< >. В этом случае 
А 1—4 
т 2т 
—2 ут 21—24 
(—=) Е [ — в. | — е2% 07% + ь | 
ма [о 


Сохраняя в показателях при е только первые два члена и пре- 
небрегая остальными и введя для упрощения обозначения 


В=2апл-2; 7 — а2п1-22, 
причем 
ры л 
Е. а р) при п/^ >“, 
получим 
[22 [22 
2: (Ч тнт — а: а 2а,1 В (а.о =. @ +1) а 
Е — : 
х = + Хь+1 — в и 2+1 Ба и › 
8: = Я к-т ей(е\ — г Т) 5 


неее |] 2% 


= 
' } 


нь 1+ ев (тени е28 


2% 


Нетрудно видеть, что в выражении для д, первый член имеет 
более низкий порядок, чем второй. Таким образом, порядок при- 
ближения определяется этим первым членом: 


Ро 1 р 
О) "| т: В < 7 
22 
и следовательно, 
О | (19) 


Порядок приближения при этом был бы очевидно выше, чем в рас- 
смотренном ранее случае А =1. 
Таким образом, если вообщь ==Ф (п), то в случае, если о (п) 


1 
имеет порядок ниже, чем —_, приближение получится лучше, чем 
[22 Е 6 
при &=-_; из формулы (16) очевидно, что то же имеет место, 


1 
когда порядок 9(п) выше, чем „› Так как подставляя там 


“1 >0 а ил 
а=—,, где Л > 0, порядок приближения станет равным О( —_). 
= ит 
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Остается еще рассмотреть приближение к начальной вершине Мо. 
Первый член суммы (3), если М. взято в начале координат, имеет 
вид 


— ЛЬ а; | а 


х и, соответственно а. 
о ом - 127] ? ) & о , 
полагая {=—1+= ОЕ 1, получим 
= аЕ в 
Х—&=— 10) у 20 
о ай] и ): ( ) 


все остальные члены суммы будут иметь порядок по крайней 
ы 1% 

мере равный О ви”) 

Точно так же, как и в выше рассмотренных случаях, наихуд- 
[© 

шее приближение получается при == —_, когда порядок становится 
1 

равным 0(=). 


При 1=—4 ж—=0 порядок приближения, зависящий от 
следующих членов уравнения, будет равен 


Если давать значения {< —1 и рассматривать отклонения 
от начала координат, то из 


а (1-1) 


2+ 12] , 


очевидно, получим, что 1, будет по модулю лишь вначале возра- 
стать, а затем убывать, чем больше будет абсолютное значение 4. 


[64 
Наихудшее приближение и здесь будет при фе 1, когда 
Пу - - 
п ВХ 
| 21 ь 0 (+) ь 
2 Е ++ (1 т не ] 


Совершенно то же самое получится, если взять &=2т 1-Е, 
т. е. при подходе к началу координат после полного обхода 


2% = 


многоугольника. 
Резюмируя изложенное, получаем, что уравнения (2) или (3) 
дают приближение многоугольника, причем порядок приближения 


1 
поблизости от вершин равен 0( =), а повсюду в остальных 
< 


точках выше. 


$3 
Рассмотрим теперь приближение касательной к кривой к на- 
правлению сторон многоугольника. 
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Из уравнения (3), дифференцируя по {, получим 


#=т-—1 
’ Иа а 


2-Е (#— 20)" 


= 2к)] 2 2к)"-1 
ж (ава а) НЕ (аа) (®— ) (6 ) ь (21) 
В=0 


2 [4+ (#— 2*)”" 


Будем опять рассматривать приближение на участке между сере- 
диною стороны М, Ми: и вершиной Мила. Положим 


=2к1-1—= (0<=<1). 


Выделим из суммы (21) члены, имеющие наибольшие значения: 


В ЕЕАЕО 
— 24 -- (4 — =] 
2т [(@ нь Е ал) (1 — =)" (а, — ав) (1 — =) 
2 [1 дЪ (1 вы 2 7 (22) 
ЕЕ кк @1;+> @ 1:41 -е 


. 2% ( +2 Е ка) 1 аЕ и ОСЬ 1 = 
то (а) @ра) ( а Е. — ее] у (23) 
7 ЕС 
ив = 
2 [(аь Е ак а) (3 — =)" (ак ак 1) (3— =)" 
Е ` 


(24) 


Что касается всех остальных членов суммы, то порядок их будет 
п 

не ниже, чем О а 
37% 


1° При ==1, т. е. для середины стороны М»Мь-1, имеем 


Аналогично получим и для у’. Таким образом для углового коэф- 
фициента касательной получим 


[2 а 
и О 
о О (2 . (25) 
т == 64 \ 9 Я 
Яль" бы! о (=) ал 1 — ал о2т 
р т 92% 
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Если ак. —ак=0, то берем обратное отношение. Таким образом 
в середине отрезка касательная приближается к направлению сто- 


Е Е п 
роны и Пер приолижения равен (9) в 


20 О-=- 1. В этом случае, деля числитель и знаменатель 
второго члена ть на (1 —=)?"-1, получим 


а ЗП (ава Е ав) + (Чл @ь) (1 —@]] 
и Оо И. 


(26) 


= 


о 5 
и принимая во внимание, что (1—=) "> ‘и (1— =)” = 
1 1 


- 
п е?ТЕ ) 


можем написать: 


и. мы 
И] с --0 (==): (27) 
Аналогично получаем 
и. — Чит Чиа 27 [(@ 6+2 + 4+1) — (ав — ав 1) (1 + =] (28) 
+] 2-е аня 
ты бк Ч 2п [(аь - ал _1) + (а, — а _1) (3—=)]] (29) 
ОИ — =] 23—38) (3—)° 
] 
и пользуясь тем, что 
(1 +=)” — Ре. (3 — =)" —- да: 
—2 | = Л 
(4555) ^ о2те › (3—=) о 
можем написать: 
. п 
тк+1=0 (==) 
’ п 
Е. —=О (= 
Таким образом, окончательно 
, А (==) 
И" == 30 
ии" 9 ыы) ео 
и для углового коэффициента касательной получаем 
й ь = 
АО (= (34) 
р Ч 1 ак ==) 


Как и следовало ожидать, по мере приближения к вершине, 
т. е. при уменьшении &, приближение ухудшается. 
ИМЕН, Серия математич., № 1 10 
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Определим еще направление касательной у самой вершины Меча, 
т. е. при ==0. Из (26), (27) и (28) получим: 


; Е Па 
Ех й м 


а —@ па 
й Е-2 Е-1 Е-+1 
Тк+1—- Е д 


5-0 (5). 


Складывая эти выражения и принимая во внимание, что осталь- 
ные члены 1’ аздут величины еще меньшие, получим 


р @2— @ь п 


9’ кул” 
Ь —6 \ 
ОИ &-+2 Е т 
име О ть (32) 
т Ч а ое 
Таким образом, около вершины Мь:: касательная к кривой 
имеет направление почти параллельное диагонали, соединяющей 
предыдущую и последующую вершины многоугольника. 


$ 4 


Не лишено интереса, помимо вопроса о приближении кривой 
к многоугольнику, несколько детальнее исследовать самую форму 
кривой, при достаточно большом п. Для этого рассмотрим напра- 
вление отклонения УМ точек кривой от соответствующих точек 
стороны многоугольника при одном и том же значении $. 

Начнем исследование с той области кривой, где она наименее 
приближается к стороне многоугольника. Для главной части 


отклонения х—Ё при Е =2А-1—Е и = мы имели (фор- 
мула (16)): 


2 : 
а Е па. (2а, 1 — ав — а) (1+ = 


=> [ее (16) 
и аналогично 
те Фив "а + (а — бы — би) (1+2) 
у—и=&| 2 '| : (16’) 
откуда 
УРА ле а + (2 — Вы) (6) 
т, ааа ео о (33) 


28 . 
а то: а (241 — а, — ау) (1 + е®° 
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Пуеть &-> 0; тогда 


р —_ Раче  2ь 
Я ПЕ с Е-1 9 (34) 
й 2—6, ара Е ак . . 
ЧЕ АО Шы 


Следовательно, поблизости от самой вершины М». 1 направление 
отклонения параллельно прямой, соединяющей вершину Ми с се- 
рединой диагонали М»Мь+». При этом, полагая &>0, из (16) 
и (16’) следует, что направление отклонения, считая от точки М 
на стороне многоугольника к точке М на кривой, имеет тот же 
знак, как направление отрезка от середины М»Мь.> к вершине 
Мь-+1, т. е. отклонение поблизости от вершины направлено в сто- 
рону самой вершины (фиг. 1). 

При возрастании а, т. е. при отходе от 
вершины, направление отклонения непрерывно 
изменяется и при достаточно большом а. полу- 
чаем из (33) приближенно 


у—1 й 
А, (35) 
р ат 


т. е. направление почти параллельно прямой, соединяющей вер- 
шину Мь.,: с начальной вершиной Мо; при этом знак ММ совпа- 
дает с знаком направления М. Мь-1. 

Рассмотрим, может ли кривая поблизости от вершины пересе- 
кать сторону многоугольника? Для такой возможности необходимо, 
либо чтобы х—& и у—\» одновременно были равны нулю, либо 
чтобы направление отклонения ММ совпало с направлением сто- 
роны МьМьз1. 

В первом случае имеем 


далей“, -- (а — ак+2 — @,) (4 е*) =0, | (36) 
АБ лета, - (2+1 — Ви» — бы) (1 - е**) =0. 
Отсюда следует, что для возможности такого случая необходимо, 


чтобы 


и 2 — бы (37) 


) 
тие АЕ 


т. е. чтобы диагональ, соединяющая вершины Мь+1 и М., была 
параллельна диагонали, соединяющей вершины М»+› и Мь. Кроме 
того, имеем 

ЕР НЕ Ч, 
20, Е ны 


ев 


1-е ых 24 


и так как © > 0, то правая часть также положительна и, следо- 
ТР ЧА 
вательно, при Яр 0, бк 


и также, если 6, > 0, 


10* 
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то 6,1 > —`5_—-. Таким образом, случай этот хотя и возмо- 


у жен, но лишь при особой форме многоуголь- 
ника и притом не выпуклого, хак это видно 
на фиг. 2. 

Во втором случае, когда отклонение ММУ 
не обращается в нуль, но направление его 
совпадает с направлением стороны Мь Миа, 
получим 


откуда 
2 р 
-оЩа, о 
где 
Ць В, И 
Рь-+1= | @к+1 641 1|, Ак = — р . (39) 
| ак+1 бич 


@к 2 Би 1 
Отсюда следует, что уравнение (38) имеет для © вещественный 


- р 
положительный корень только при условии, если к «9, т. в. 
к 


когда площадь треугольника М, Мь-..Мь-2 имеет знак обратной 
площади треугольника 


и 
+2 
М.М»Мь-.1, что воз- м д, 
можно только, если мно- ах 
гоугольник невыпуклый р” 
(фиг. 3). Из фяг. 3е сле- а 


дует что обратное утвер- и’ 
ждение было бы непра- 
вильным, т.е. возмож- 


р 

+1 
но, что ЕО и тем не менее многоугольник оказывается не- 

[3 
выпуклым. 

В+ э 
Положим — -=— 6*, тогда из (38) получим 
р 


. 
де (40) 
Нетрудно видеть, что при & > 0 уравнение (40) имеет наверно 
один и только один корень, так как левая часть возрастает, 
а правая убывает. Решая приближенно уравнение (40), получим 
а5: 0.30. 
Переходим теперь к рассмотрению направления касательной 
к кривой поблизости от вершины. Из (16) имеем 


= 
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и так как 


Е __ (Ча ак) - (а: —а,) (1 — =) Ч —@ а 
С ЗЕЕ ЕН ри 
получим 


= Варе Е (24.41 — а. — а) (1 + е2°) 
| ыы —(@зиал) | (1) 


откуда, дифференцируя по &, после упрощения получим 


еьь (2а Раз» а,)асВа— ани тои (42) 
СВЗа 
и аналогичное выражение для у’. 
Отсюда для углового коэффициента касательной имеем 


У ыы ВВ ово — (26+ Ва Ь ‚)асПо. (26, ; зо бое *— Вне") сВ?а 


= 5 — 
пару Ва (2а, ‚а, > а, свя -| (2а, , зВа-- а, ое *— Ве” )с Ва 


(43) 
Приравнивая эту величину угловому коэффициенту стороны М» Миа, 
1 — бк 
а именно ——^_—_^, получим те значения &, при которых каса- 
Ч --1 — Ч 
тельная параллельна стороне многоугольника. 
После упрощений получаем для а уравнение 
8А, 5 
[2 6 и —&] = 1 е-2“ — 24, (44) 
К-1 


где Д» и О», имеют значения, указанные в формулах (39). 


д 
® 
Нетрудно показать, что уравнение (44) при ре >> 0 имеет один 
+1 
- - р 
и только один положительный вещественный корень, а при -— < 0 


Вы: 
непременно Два вещественных положительных корня. В самом 


деле, функция 
уе — а 


при «> 0 монотонно убывает. При &«=0 у, =2. Приближенно 
можно найти а 20.64 для у, =0. 
С другой стороны, 
9/5 =. 61 9, — ©, 
имеет корень при аА1.2, причем для 0 < &< 1.2 у, <0 и для 
а. > 1.2 у. >0. В промежутке (0; 1.2) функция имеет один мини- 


мум. Из рассмотрения фиг. 4а очевидно, что уравнение (44) имеет 
один корень & и притом 


0.64 < а, < 1.2 


независимо от значений Ди Дин. 
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А 
При р, <0 мы получаем случай, изображенный на фиг. да. 


Здесь, очевидно, имеется один корень 


05а. < 0.64. 


Что же касается второго корня, то доказательство его существо- 
вания основано на том, что функция 9; имеет положительную 
вторую производную, в то время как функция (— у›)—отрицатель- 
ную, для любых положительных значений &. Таким образом, 
обе кривые обращены друг к другу 
своей вогнутостью и должны вто- 
рично пересечься. 


Наконец, в случае Д, = 0 полу- 
чается один корень для а=0.64. 


Итак, поблизости от вершины 
касательная параллельна стороне 
многоугольника либо только в од- 
ной точке, либо в двух. Послед- 
ний случай имеет место, когда 
кривая пересекает сторону. При 
этом 0бе точки, в которых касательные параллельны стороне, 
лежат, как нетрудно показать, по разные стороны от точки пе- 
ресечения кривой со стороной многоугольника. 

Более полное представление о характере кривой около вершины 
можно получить, если определить точки пересечения произволь- 
ного луча, проходящего через вершину, с кривой. 


(@/ 


Фиг. 4 


Уравнение прямой через вершину М»: имеет вид: 
у — би+1=А(х— ав 1). (45) 


Для кривой возьмем уравнение в форме (41) и воспользуемся 
аналогичным выражением для 9. Из совместного решения этих 
уравнений с (45) получится уравнение для а: 


а р Е (21 — ба — Вы) (1-е) — (бы: — бы) (1-е ый 


9% | ее ) 
Е да е’°а + (24. — а. — а) (1 + и (ав: — @ь) (1 + ее 
О (1 Е ® )е ? 


откуда имеем один корень &=0 и, кроме того, после преобразо- 
ваний и упрощений: 


[(6® 1) Ё (ав ав 1) е2* 4+ 


9—3 че 
4 (6+1 — Кан) 
р По -а -— Виз) — А (дул — Чу) в ® + (В, — 6+2) — К (аъ — Ч 42) (46) 


А (1 — Кака) 
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Для дальнейшего упрощения исследования этого уравнения поло- 
жим, что оси координат повернуты вокруг точки Му так, что 
точка Мь-.: находится на оси Х и притом ее абсцисса положительна. 


Значения координат теперь изменятся и мы будем их обозначать _ 


теми же буквами, но со штрихами. При этом 6,.,=0. Таким 
образом, из (46) получим: 


ее" 
ры: ( к. А+] 2 
“Ка, 1 


В ВЫ С вЫ Ви (47) 


Ка 


Правую часть (47) можно всегда преобразовать к одному из двух 
видов: 


а = А, ой (2 -|- В.) -|- (48) 
или 


а = В» В (2% - В») 1, (49) 


где в первом случае, когда коэффициенты при е^ и е-** в урав- 
нении (47) одинаковых знаков: 


(6, — Вы. 2) —^ (а, — ао) й 
В А АН, 
В, В (БЫ 64.2) — К (а — 20.144.) ^ (50) 
1 1 1 Ка, 1 ? 
7: = А, В 81, ] 
и во втором, когда эти коэффициенты разных знаков: 
ВЕК в и (6, — 6..2) — К (ав — аку 2) 
адом Ка 1 } 
В, ВВ — (бы 6+2) — К (а — Зав: ав) (51) 
2 ет А Карл 7 


== НА в... 


В первом случае корни уравнения (48) графически могут быть 
получены как абсциссы точек пересечения прямой с цепной линией 
у = В, сВ (20. В.) + \:. Таких точек перосэчения может быть две 
или ни одной. Для этого случая мы имеем 


РА (а, — ав 1) 


<0 
а РЯ — 
+2 Е-+2 Е-+1 


Отсюда в свою очередь следует, что если разности ак — ак: 
и а.--— Чу: 0бе одного знака, то 


м ИА Е 
ЕО ое 
Е Е-1 Е-+2 Е--1 


и если они разных знаков, то А одновременно больше или меньше 
обоих угловых коэффициентов 


р. 
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— и 


> 


Чо СЕН 


Во всех этих случаях (см. фиг. 5а, Ъ, с, а), как нетрудно пока- 


зать, секущая 


и 


прямая 


проходит 


внутри угла МьМа-,Мь+> 
и только при таком условии 
возможно, что прямая пере- 
сечет кривую в двух точках, 
причем для обеих точек пе- 
ресечения @& одного знака, 
т. е. пересечение происходит 
внутри такого отрезка кри- 
вой, который целиком при- 
ближается к одной из двух 
сторон угла. 

В частности, рассмотрим 
случай, когда секущая совпа- 
дает с диагональю М». М., 


т. е., при избранной нами системе координат, совпадает с осью Х. 
В этом случае А =0 и уравнение (47) дает 


(6% — бы) (ее ®) + (6% — В+) = 0, 


т. е. вещественных точек пересечения кривой с прямой (кроме 
точки &=0) в этом случае нет. Отсюда вытекает следствие, что 
кривая не имеет около вершины двойных точек. В са- 


Я  мом деле, в случае, если бы входящие внутрь угла 
„Я ветви могли там пересекаться (фиг. 6), зекущая пря- 
Мк мая могла бы пересекать кривую в четырех точках и 

м, внутри угла не было бы ни одной такой секущей, 

ие которая не пересекала бы кривую ни в одной точке, 


кроме вершины. 
Рассматривая случай (49), нетрудно показать, что ему соот- 
ветствует секущая прямая, проходящая через вершину угла вне 


угла. Только в этом случае возможны 
три точки пересечения и наверно есть 
одна. При этом в случае трех точек 
пересечения В, >0 и, следовательно, 
если В» зв В, > 0, то В. >0 и одно- 
временно \, > 0, и если В, < 0, то и 
У. < 0. Таким образом, центр симме- 
трии кривой находится во втором или 
четвертом квадрантах, и получается 
один из двух случаев, изображенных 
на фиг. 7. Очевидно, что из трех значе- 
ний &, соответствующих точкам пересе- 


и 


Фиг. 7 


чения, два имеют один знак и третье знак противоположный, т. е. 
точки пересечения секущей прямой с кривой расположены так, 


и 
и 
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что по одну сторону вершины находятся две точки и по другую 


одна. 
Рассмотрим еще частный случай расположения нашей секущей, 


когда она параллельна диагонали М»Мь->, т. е. касательна к кри- 
вой в вершине. В этом случае 


р [3 Е у 
Ч Что 
Тогда из (47) следует 
2а, —Ь, 
В 29. = ва А бы - в. (52) 


аа (Вь — био) + аб — бык 


Если коэффициент при а больше 2, то касательная должна 
пересекать кривую в двух точках, расположенных по разные сто- 
роны от точки касания. Из 


2ав 1 (Вь — Вы) 2 
Я +1 (6% 7: В 2) + ав 6 — ра 
следует 

т 

`ав+2 в 
0, 

Св р 1 

а: 0 1 

@в+2 бк 1 


т. е. площади треугольников М.М» Ми: и М» Мь-,М»-+› должны 
быть одного знака. Отсюда следует на основании соображений, 
вытекающих из (38), что кривая либо по обе стороны, либе хотя бы 
по одну сторону вершины наверно не пересекает сторону угла. 

Из всего сказанного выше заключаем, что поблизости от вер- 
шины кривая имеет вид, изображенный на фиг. 8а, Ь, с, и наверно 
не имеет узловых точек. 


Ми; 
ыы 


Фиг. 8 


Приближение кривой к вершине М,, как уже выше было ука- 
зано, имеет характер, отличающийся от приближения к другим 
вершинам. Исследуем более точно характер кривой около этой 
вершины. Как уже было показано выше, наихудшее приближение 
к стороне М.М, около вершины Мо. получится при # = --1 + Е 


и при р Из 
_ а (1-0 а, (1-1) 
"| 2 
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при #&= —1-+ > получим 
[22 а1 
= ——. 
ма 2.4 е° 
и аналогично 
ЗЫ. а В, 
ВА, = а не ' (53) 
откуда 
Чо — По-_ в: и 
2—6 4’ и: 


т. е. главная часть отклонения направлена вдоль самой сто- 
роны М.М... При этом сами величины 2% и У, будут одного знака 
са, и ф,, т. е. при приближении значения Ё к —1 точки кривой 
будут приближаться к началу координат почти вдоль прямой М.М.. 
Если взять {< —-1, то знаки 42 и у будут обратны а, и 6,, 
т. е. кривая как бы пойдет вдоль продолжения стороны М.М, 


[22 
в противоположную сторону. При &= —1— = 


Е (55) 


) 
ЕС 


откуда, для определения максимального отклонения, из 


получим 


= И -е **] 0.64; 


следовательно, наибольшая по модулю отрицательная величина ть 
равна 


0.07 


Е. 

Таким образом, кривая заходит за точку М, в сторону, противо- 

положную направлению отрезка (М.М., приблизительно на ты 
п, 


от длины отрезка М.М. 


Для определения отклонения кривой около вершины от напра- 
вления М.М, приходится обратиться к рассмотрению следующего 
члена в уравнении кривой. Его значение равно 


Не (а, - а1) {а —а:) \#— 2} 


т : 
} 2+ (#— 2)" 
откуда, подставляя {= — 1-е, получим 
2а. —а 25, —6 
та кант ЗНАНИЕ би › 


т. е. отклонение имеет направление, параллельное отрезку, соеди- 
няющему середину С диагонали М.М, с вершиной М, и притом 


в сторону от Ск М,. При малых значениях = между — “<< 
ТА 
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[24 
= величина отклонения мало меняется, однако же постепенно 


уменьшаясь с увеличением :.. я 

Так как при подходе к вер- и, 
шине М. от точки Ми_1 кри- и 

вая имеет такой же харак- и, 
тер, то две эти петли кривой 
должны пересекаться, как 
показано на фиг. Эа, БЬ, с. 
Смотря по виду углов при 
М: и Мь-1, кривая имеет 
от одной до трех узловых точек, не считая вершины Му. 


Мт-2 


(@) (6) 


$5 


Выше было установлено условие, при котором кривая пересе- 
кает сторону угла около вершины и, следовательно, входит внутрь 
угла. Если около следующей вершины кризая не пересекает сто- 
роны, а согласно доказанному обходит вершину всегда снаружи, 
то кривая должна пересечь сторону по крайней мере еще один рэз 
между двумя вершинами, ‘прилежащими к одной стороне. 

° Рассмотрим этот случай пересечения. Положим &=2А--1—, 
где О<=< 1. Тогда согласно (8) и (9) проекция на ось Х глав- 
ной части отклонения кривой от стороны будет состоять из суммы 
Хк-—& и ть, где 
|: — 2а.1 + (@к.1 — ак) 

2[4 + (1—)2° ] ы 

2ал,1 — (@кьа — 4+1) = 


2[1 + (1- =)”"] 


Жк-1 = 


Из этих двух величин первая также имеет более высокий поря- 
док, так как отношение 


ХЕ — бк 
Як. 


т у 1 2\2% 
т =М (1—2), 


где М — некоторое конечное положительное число, при = > 0 стре- 
мится к нулю при п-> со. Таким образом, в качестве главной 
части проекции отклонения можно взять х;;1 и, соответственно, 
к-1. Если направление отклонения совпадет с направлением 
стороны М» Мь.1, то кривая пересечет эту сторону. Возьмем 
ее 1 


= 2 
@ 1-1 — @ь 


Уха 201 РЕ (В к В+ 1) 
Тр+1 2+1 — (@к+2 — ааа) 


= 
5 


откуда 


ее. (56) 


+1 
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п так как по предположению 0 <=< 1, то пересечение возможно 
при соблюдении двух условий: 


<0 2 [4% | < | Вь+и! (57) 


Так как при выполнении первого условия кривая пересекает сто- 
рону около вершины, то при том же условии она может вторично 
пересечь сторону между вершиной и серединой стороны. Однако 
пересечение это не обязательно, так как для него требуется соблю- 
дение и второго условия. 

Остается еще рассмотреть условие пересечения около самой 


[22 
середины стороны, когда = 21. Возьмем = = в В этом слу- 
чае получим: 


(ава -- ак) (аа — а) — 


и а (58) 
= © т с 


(Зак — ак_1) Е (ак — ах > 


м ва 


(Зак+а — ак.) =: (ак+ — ее т 


= С-5"Т | 


Очевидно, что (58) будет малой величиной высшего порядка 
и в качестве главной части отклонения можно взять Хь_1 хи. 
После преобразования и упрощения получим 


(59) 


И == 


Ти = 


(60) 


| ака А ма 
И 1 Сина +1 К+2] (61) 
и, аналогично, 
(39, — ще == (36, — В.) 6® 
о ИВА (62) 


откуда, приравнивая 


Ук -Р Ува _ ба — бк 


й 
:) 


Ти Як @ъ1 — ак 
получаем 
А, +) 
Да Ё [2 : 
и = 63 
А Вы (63) 
где 
| @к—1 1 1 | ак ( 1 а Ь 
Ре К 
Рь= | ак В, Вх Эь-1=| ака бт Ак г — 
в ь 
ЧБ В 1 1 | Чв-2 В. > 1 нс Е 


Пересечение имеет место, если 


2\,, п В, 
о, 
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или 
Е 
а 
-% 
. жа 0. 5 (64) 
о АННЕ 
а 
Пусть 


Первое неравенство равносильно 


2^ 
, В ид 
Е+1 
т. е. соответствует случаю, когда кривая пересекает сторону 
2А 
М.М ,-1, около вершины Мь., и, кроме того, при Вт В 
Е-1 


т. е. между вершиной Мь+, и серединой М,Мь,1. Второе нера- 
венство показывает, что пересечения между вершиной Мь и сере- 
диной М, Мь+: в этом случае не будет. Кривая пересечет сторону 
в трех точках. Если, наоборот, 


2А,, ий 


р р 
о Е -<0 
Е 


то, кроме пересечения в середине, будут две точки пересечения: 
одна между серединой и 


м, Ми» м, ы 
и Же — в. ”” вершиной Мь и вторая око- 
Й ло вершины М». Если 
и 
и, И р р 
М, ре № 
й п 0) = 
С; Е д + 5, 0 
(2) (6) © * 


Фиг. 10 то кривая пересекает сто- 

рону М,Мь-+: либо только 

около вершин, и притом около одной или обеих, либо не пересе- 
кает сторону ни разу. И наконец, если 


= 0 


а 


р 
О Ч 


‹ 


р, 
‘Ау 


то кривая пересекает сторочу М Ми 
четыре раза, около обеих вершин и 
по обе. стороны от середины стороны. 
Четыре таких случая показаны на 
фиг ИО аи ися 6: 

Пользуясь всеми этими выводами, 
можно без вычислений определить хз- 
рактер кривой, приближающей доч- к. 


пый многоугольник при достаточно Фиг. 11 
большом п. 
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На фиг. 11 дан пример приближения к семиугольнику, причем 
все отклонения, конечно, во много раз преувеличены. 


$6 


Предложенный способ приближения многоугольника допускает 
различного рода обобщения. Так, например, можно тем же спо- 
собом получить приближение незамкнутой ломаной. Для этого 
нужно представить эту ломаную как замкнутый многоугольник, 
т. е. обойти ее дважды, сначала в одном направлении, а потом 
в обратном. Нетрудно показать, что при обратном обходе прибли- 
жающая кривая также сольется с кривой, соответствующей обходу 
в прямом направлении. 

Для того чтобы в этом убедиться, достаточно написать уравне- 
ние кривой в виде 


к=т-1 
Ух У (ана ал) (ав 1 — а») (# — 2К) 
&=0 


ЕЕ 2] ре 
1=0 
Е У (а) - (а — а, 1) (Е —4т + 2+ 20) 
И 2 [А - (1 — 4т +2 + 217" ] 


и аналогично для у, причем члены первой суммы приближаются 
к сторонам М,М,... М». ломаной, когда Е пробегает значения 
—1=<{:<2т — 1, а члены второй суммы приближаются к той же 
ломаной, но взятой в обратном порядке М„Ми_:... М.М, когда 
1 пробегает значения 2т — 1 << 4Ат—1. 

Если во второй сумме изменить порядок членов и ввести обо- 
значение А вместо /, то можно написать: 


Е=т-—1 


«= У [= а тж 
ре 9 [1-25-28] 
(а -а,) — (а —а,) (Е —4т 2-Е 2^)- 
НР ег Е к ых = с с 21 ] ь (65) 
2-Е (Е 4т 2 К) ] 


Нетрудно видеть, что при всех значениях А сумма двух членов, 
стоящих в скобках, будет одна и та же при двух различных зна- 
чениях 1, а именно 

ци 6=4т— 2—4, 
что как раз и соответствует прохождению вдоль кривой в прямом 
и обратном направлениях. 

Пользуясь известной теоремой Эйлера, что всякий связный 
конечный линейный комплекс (граф) может быть покрыт непре- 
рывным путем и притом так, что каждый симплекс его будет прой- 
ден два и только два раза, можно составить по предложенному 
выше методу уравнение уникурсальной кривой, приближающей 
произвольный связный конечный граф, составленный из прямоли- 
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нейных отрезков. При этом, однако, при двукратном прохождении 
вдоль одного из отрезков в общем случае ветви кривой не будут 
в точности сливаться друг 6 другом. 

В качестве” дальнейшего обобщения можно еще указать на то, 
что присоединяя к уравнениям для 5 и у еще аналогичное урав- 
нение для 2, можно получить приближение пространственного 
многоугольника или, идя дальше, связного пространственного ли- 
нейного комплекса, состоящего из прямолинейных отрезков.` 


Научно-исслед. институт математики и механики 
при, Ленингр. гос. университете. 


М. ЕВАМК. ОВЕВ О1Е АХМАНЕВОМС ВЕМЕВСЕВ РОГУбОМЕ 
МТТТЕГ$ ОМТСОВЗАГКОВУЕМ 


ЛОЗАММЕМКЕАЗЗ ОМС 
Сезереп зе1 ет У1л@есК М.М, ... Ми_.Мь ши деп Коогдтафеп 
Чег ЕсКеп (а, 6.), (ал, 61),.--, (ат-1, бт_1), (4%, 65). Ге СЛесвапз 
]е4ег Зеце М,„Мь.: Капо ш ег Еогт 


р (ва Рак) + (ав: — ав) (Е — 2) 
ПАРЕ Я Ри С 
. (ба в.) (641 —6) (# —2К) 
Пк == р. 


Чагоезе& \уег4еп. Оле Когуе 


Е=т-—1 


ри (Ча - 4% — 24) + (бк => а) (#—2^) 
а > 2 [а (2 — 2%)” ] 


г @0»› 
®=0 
К=т—1 


АН ЗЕЕ ЧЕ 
зы Ь 
у Хх 2[1 + (1 — 9)?" ] ) 


—®0 
паБег з16Ъ Ре! сепахеп@ ВоБеш ий 4еш Уп@еск, Г1аЙз аш=а, ип4 
т = 6, апоепоштшеп \мег4епт. ПаБе1 4иагсЬ18а д1е Когуе 11 Чег 
МаБе 4ег Этеске Мь»Мь+: мепо 4ег Рагашецег # 


ИИ 


Пег Еш!асВВец мезеп \та &=6,=0 апоепоштеп, \одагев @1е 
АПсетешВе Аег ОЪейеситсеп пзсВь БезсЬгапк жага. 

Оле Сие ег Аппайегипо уиг@ 4отсеБ АБзеБа6леп ег Стбззеп 
2.=|2— | цп4 8, =|у— | Без тие. 

Ез 26104 з1сЪ (4), Ч4азз т Ч4ег Ме 4ег Э\теске МьМь., @1е 
Стоззер 6». ип@ 8, уоп 4ег Стбззепогапаие а. зша. Имазевей 


4ег Мие ип@ 4ег ЕсКе [злеБе (5)—(11)] Баф 41е АппаВегиюх д1е 


Србззепогапапе (>, ^^ №0 = зв Ъейа ОЪегоапо уоп 4ег Ме 


ТЕ 

ра 
г ЕсКке уоп 1 аш О або ира дашь Фе АпоёБегапо пашег 
зе Шесв(ег улг4. Ап дег Еске Мл, зе1Ъ3 за Че Стбззепогапаисеп 
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уоп 8. ипа 8, есВ О (=) [з1еве (12)]. Ез умг@ се2е12 (16), 


. . . [#2 . 
дазз ег зо иттзе КаП Чаппи ешилй, мепп ==, №0 & еше 


Копзбапце 156. ПаБе! з1ш4 д1е Сгбззепогдвипсеп уоп 8х чпа 5, 
есь 0(-) ь , 

ПигсЬ ВегесВпиис дег Ве апозкоеН1тлетцеп ег Тапсетце ап 41е 
Когуе [(24), (25), (34), (32)] жйг@ везе1оф, Чазз эасВ @1е Вас бапо 


дег Тапоеп4е дег ВаеВфипс 4ег Зеце аЪегаЙ паВегф апззег ш Кетеп 
Вегесвеп ап 4еп ЕсКкеп. Пе Аппавегиос 155 ш 4ег Мийе 4ег 


Энтеске М»„Мь:, уоп 4ег Стоззепогапиие О (>) ‚ тулзснеп ег Ме 


п 
9?тЕ 


ип 4ег ЕсКке уоп 4ег Стбззепог4апайя 0( )- Ап 4ег ЕсКе зеЪз% 


паБегь з1с В Че Вале \аое 4ег Тапоепце 4ег Вле ие ег Пласопа!е 
МьМь+> (32). Еше сепацеге ОтцегзасВопо 4ег Когуе 2е10%, 4азз 
{аПз ут паг деп Наирие! 4ег Стгбззеп д, ипа 8, Беасвеп, 41е 
Когуе 91е Ескеп 4ез Улеескз «апззеп» ит], мепп шап а1!$ №Ш- 
пепзеце ег ЕсКке Чледеюлое беце БехезсВпеф, мо 4ег \У/шкКе! Мепег 
а15 г 156. ОаБе! улга ЪБе\Лезеп, 4азз @1е Котуе @е Зее М» Мь-ь 
зп 4ег Маве 4ег Еске М,,, Чапо ап@ пог дари зсвпедеь, \уепп 


—— бо 
к 
У\о 
| ах б» е ра Ь 
Оь+1= ак: биз: 1| ма Ак= г и . 
нм Фа 1 а Сы 


\У\ецег уг сехе12, аз ]е4е Сегаде, Фе ЧагсЬ @1е Еске Мл: 
зерё, 41е Клгуе ап ег ЕсКе зе1Ъз5 ип аиззегает пос Вбейзбепз 
т имет Рипк( еп ш ег МАБе ег Еске зсе№пе!Че\, Газ 41е Сегаае 
ЧигсВ @е ппепзеце 4ез У/шке]3 сей, ива В6бс№зепз ш @гег РаиК- 
цеп, ГаПз з1е аиззегра! 4ез У/тКе!$ Песь. Райатев \утА Бе\улезеп, 
Чазз шт ег М&Ве ег Ескеп Ф@е Клгуе Кеше ПоррерапКк(е ВаЪев 
Карп. Оле уегзомеепев Еогтеп 4ег Когуе ап 4еп Ескеп \ег4еп 
11 Е. 8 0е2е106. Ап 4ег Еске М, Бае @е Когуе еше ап4еге Се- 
36а]. 51е Ваь 1 1 3 Ооррерике (Ел. Эа, Ь, с). 

Пле Когуе Капи а Зецеп 4ез Уп@ескз посв т апдегей Ривк- 
{еп зсвпе14еп ип 2\аг ш Ч4ег М&АБе аег Ме, оег 2мазеВеп 4ег 
Мшще ипа аег Еске. Ез уша Ъеузтезеп [(56) — (64)], аазз Фе Ндеьз- 
2ар] 4ег ЭсвиириюКце плсВб отбззег а1з 4 зе Капл. 

Гоа ЭсВазз уг се2е104, 4азз Члезеъе Ме о4е айс 2г Аппё- 
Бегипс елшез пасрАоезсоззепеп Ро]ухопаасез лепеп Капо одег 
зосаг етез Ъепер1беп епАЙсвеп хазаттлето поет ей СтарНез, 4ег 
аи$ сегадеп Этескер БезфеБь. РаБет шиззеп афег ап ]е4ег Э{теске 
2\№ет Кигуеп2йое Песеп, @1е залей ег Э\теске пареги. 


ЗАСЕДАНИЯ ТРУППЫ МАТЕМАТИКИ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
27 декабря 1937 г. 


27 декабря 1937 г. происходили заседания Группы математики, на которых об- 
суждались следующие вопросы: 1) о работе Механико-математического факульте- 
та Ленинградского государственного университета, 2) об издании матема- 
тической литературы, 3) о состоянии журнала «Математический сборник». 
Ниже печатаются резолюции, принятые Группой по этим вопросам. 

Кроме того, был заслушан отчет о работе Группы в 1937 г. и утвержден 
план работы Группы на 1938 г. Плаком предусматривается проведение циклов 
заседаний Группы, посвященных теории вероятностей, теории функций и 
теории дифференциальных уравнений, а также вопросам преподавания мате- 
матики и рассмотрению планов научных работ математических институтов. 


РЕЗОЛЮЦИЯ 


по докладу декана Механико-математического факультета Ленинградекого 
государственного университета проф. М. Ф. Субботина о работе факультета 


Заслушав доклад декана Механико-математического факультета Ленин- 
градского государственного университета проф. М. Ф. Субботина, Группа 
математики Академии Наук СССР отмечает, что Механико-математический 
факультет Ленинградского государственного университета является одним из 
крупнейших центров подготовки квалифицированных специалистов в области 
математики, механики и астрономии и имеет всесоюзное значение. 

В работе факультета необходимо отметить следующие положительные мо- 
менты: 

1) преподавание проводится на достаточно высоком научном уровне, в част- 
ности имеется большое количество интересных и важных факультативных 
курсов; 

2) наличие в системе факультета научно-исследовательских институтов дает 
возможность установить тесный контакт между научной работой и поепо- 
даванием, в частности вовлекать студентов в работу научных семинаров уже 
с младших курсов; 

3) увеличение за последний год приема на факультет дает возможность в 
большей, хотя еще и не в полной мере, использовать имеющиеся квалифи- 
цированные силы; 

4) факультету принадлежит инициатива в организации математических олим- 
пиад, получивших за последние годы широкое распространение в практике 
других университетов. 

Наряду с этим необходимо отметить следующие обстоятельства, отрица- 
тельно влияющие на работу факультета: 

1) имеет место недостаточная стабильность учебного плана, вызываемая в 
первую очередь колебаниями в целевых установках факультета; 

2) прием на факультет происходит практически без конкурса, так как в 
связи с недостаточным количеством мест в общежитии факультет может при- 
нимать лишь жителей Ленинграда; это тем более недопустимо, что, как 
уже было отмечено, факультет имеет всесоюзное значение; 

3) отсутствие достаточного количества учебных помещений не дает возмож- 
ности надлежащим образом развернуть работу. 
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Для дальнейшего улучшения работы факультета Группа считает необхо- 
димым: 

1. Окончательно определить целевую установку факультета. Считая при 
этом совершенно правильным направление значительной части оканчивающих 
на работу в среднюю школу, необходимо также учитывать важность подготовки 
факультетом научных кадров и то особое значение, которое в этом деле имеет 
Ленинградский, так же как и Московский, университет. 

2. При использовании оканчивающих факультет на педагогической работе 
в средней школе следует направлять их преимущественно в крупные центры, 
этим самым предоставляя последним высококвалифицированные педагогические 
кадры и позволяя одновременно окончившим факультет продолжать научный 
рост путем поддержания связи с научными центрами. 

3. Прием организовать таким образом, чтобы в нем могли участвовать не 
только ленинградцы, но и жители всего Советского Союза, для чего в пер- 
вую очередь необходимо обеспечить иногородних общежитиями, а также шире 
освещать деятельность факультета в прессе. 

4. Принимая во внимание, что отличники учебы, поступающие в универ- 
ситет без испытаний, во многих случаях оказываются математически недо- 
статочно подготовленными и потому отстают от принятых по конкурсу, 
считать необходимым поставить перед Всесоюзным комитетом по делам высшей 
школы и перед Наркомпросом вопрос об изучении этого явления. 


РЕЗОЛЮЦИЯ 
по вопросу об издании математической литературы 


Заслушав доклады представителей Учпедгиза и Технико-теоретической 
редакции ОНТИ, Группа математики констатирует: 

1. Существующее ныне распределение изданий математической литературы 
между разными издательствами не обосновано ни различием тематики, ни 
различием авторских и редакционных кадров. Между тем это распыление из- 
даний математической литературы приводит к тому, что качество оформления 
математической литературы стоит на низком уровне, причем не создается ни 
специализированная производственная база для набора математической лите- 
ратуры, ни производственные кадры (наборщики по математическому набору, 
корректоры и т. д.). 

2. Положение с изданием учебной литературы является совершенно не- 
удовлетворительным. Стабильные учебники (по геометрии, арифметике) и за- 
дачники (особенно по арифметике —Поповой и Березанской) совершенно не- 
удовлетворительны и нуждаются в срочной замене (06 этом подробно было ска- 
зано в резолюции Группы математики от 21 декабря 1936 г.). В настоящее 
время учебники по арифметике, алгебре и геометрии заменяются перерабо- 
танными старыми учебниками (Киселев). Эта переработка может быть рассма- 
триваема лишь как временная мера, отнюдь не разрешающая полностью про- 
блемы учебников. 

Что же касается арифметических задачников, то здесь положение ос- 
тается в основном прежним. 

Методические пособия, например Березанской, отражают осужденные мате- 
матической общественностью старые установки Наркомпроса. 

Литература для учителей почти отсутствует. Журнал для учительства 
«Математика в средней школе» издается на чрезвычайно низком уровне как 
научном, так и педагогическом, и не обладает квалифицированной редакцией. 

3. Положение с изданием научно-популярной литературы не является нор- 
мальным. Издание этой литературы распылено между четырьмя издательствами 
(Учпедгиз, Технико-теоретическая редакция ОНТИ, Юношеская редакция 
ОНТИ и Издательство Академии Наук). При этом Редакция юношеской и 
популярной литературы оказалась совершенно беспомощной в деле издания 
математической литературы. 

Отсутствует элементарно-научный математический журнал. Ненормальность 
этого положения особенно ясна, если вспомнить, что даже в дореволюцион- 
ной России существовало два таких журнала. Между тем спрос на такой 
журнал вырос во много раз. Сборник «Математическое просвещение» выходит 
крайне нерегулярно. 

4. Технико-теоретической редакцией ОНТИ проделана за последние годы 
значительная работа по изданию научной литературы и литературы для вузов. 
Однако количество выпускаемых этой редакцией названий из года в год па- 
дает, причем падает также и процент новых изданий. 

Совершенно ненормальным является то, что учебная литература для уни- 
верситетов и педвузов выпускается разными издательствами. 


ЗАСЕДАНИЯ ГРУППЫ МАТЕМАТИКИ АН СССР 163 


Группа считает ненормальным то, что «Успехи математических наук», спрос 
на которые выявился с полной определенностью, издаются в виде нерегулярно 
выходящего сборника. 

В связи с отмеченным положением в деле издания математической лите- 
ратуры Группа считает необходимым проведение следующих мероприятий: 

1. Совершенно” необходимо организовать специализированное единое физи- 
ко-математическое издательство. 

2. По линии учебной литературы: 

а) наладить выпуск ряда учебников, выходящих за пределы программы 
средней школы (для учительства); 

6) пополнить имеющиеся учебники, в частности за счет перевода наиболее 
интересной иностранной учебной литературы; 

в) подготовить создание новых математических учебников, стоящих высоко 
как с научной, так и с педагогической точки зрения, из которых потом, после 
проверки их на практике, можно выбрать основные учебники для средней школы; 

г) обеспечить поднятие научной квалификации учительства путем регу- 
лярного выпуска специальных серий элементарно-научных книг; 

д) возглавить журнал «Математика в средней школе» квалифицированной 
редакцией. 

3. По линии научно-популярной литературы: 

а) значительно увеличить выпуск этой литературы, сконцентрировав его 
в одном месте; 

6) превратить сборник «Математическое просвещение» в регулярно выходя- 
щий элементарно-математический журнал. 

4. По линии учебной литературы для вузов: 

а) увеличить выпуск новой учебной литературы, особенно для втузов; 

6) сосредоточить издание литературы для университетов и педвузов в 
одном месте; 

в) превратить «Успехи математических наук» в регулярно выходящий 
журнал. 


РЕЗОЛЮЦИЯ 
по докладу о состоянии журнала «Математический сборник» 


1. Заслушав доклады ответственного редактора журнала «Математический 
сборник» акад. О. Ю. Шмидта и ответственного секретаря проф. А. Ф. Берман- 
та, Группа математики отмечает, что «Математический сборник» за последнее 
время стал крупнейшим математическим журналом в СССР и одним из луч- 
ших мировых математических журналов. Эта оценка журнала подтверждается 
следующими данными: 

1) печатаемые в журнале статьи находятся на высоком научном уровне и 
отражают главнейшие достижения советской математики; 

2) техническое оформление журнала значительно улучшилось за последнее 
время, особенно с момента перехода журнала в Академию Наук; 

3) по своему объему журнал в 1937 г. вышел на первое место среди 
других международных математических журналов; 

4) в журнале начали печататься во все увеличивающемся числе крупные 
иностранные ученые. 

2. Группа математики отмечает, что высоким своим положением «Математи- 
ческий сборник» обязан работе ответственного редактора акад. О. Ю. Шмидта 
и ответственного секретаря проф. А. Ф. Берманта. 

3. Для дальнейшего улучшения журнала Группа математики одобряет ме- 
роприятия, намеченные его редакцией, и в первую очередь считает необхо- 
димым: 

1) просить Издательство Академии Наук обеспечить более четкую органи- 
зацию издания (своевременный и регулярный выход в свет тиража и оттис- 
ков, своевременная оплата гонораров, представление гранок авторской кор- 
ректуры на хорошей бумаге и с большими полями, выделение в типографии 
специальной бригады наборщиков по математическому набору); 

2) усилить научные связи журнала с советскими и иностранными учены- 
ми, для чего увеличить обмен и бесплатную рассылку журнала, а также 
обсудить вопрос об издании специальных бюллетеней; 

3) издать в 1938 г. указатели по «Математическому сборнику» по периодам 
(1892—1917 и 1918—1935). 

Просить Президиум Академии Наук отпустить Издательству Академии 
Наук необходимые средства для проведения работы по составлению и напе- 
чатанию этих указателей. 
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